
L E S É Q U A T I O N S D E P R É - S C H R Ő D E R 

Z E N O N M O S Z N E R 

Á la memoire de György Targonski 

R é s u m é . On donne la revue des résultats au sujet des équations de pré-Schröder 
introduites par G . Targonski. On formule aussi des problèmes ouverts. 

G . Targoński [1] a reçu, pendant 7 e ISFE (International Symposium on 
Punctional Equations) en 1969, de l'équation de Schröder 

où <f> et u sont des fonctions réelles des variables réelles et A est une constante 
réelle, par l'élévation à la puissance n : (<f>(uj))n = \n(f>n et par l'itération n 
fois: <t>(u>n) = \n(f>, où un désigne l'itération n fois de la fonction, w, d'où 

Il a nommé ce système dernier les équations de pré-Schrôder et il a posé 
la question suivante: 
— est-ce que (2.n) est équivalent à (1) dans ce sens que si nous avons (2.n) 
il existe une constante réelle À telle que (1) est satisfaite? 

Plus précisément: u> dans (1) est une fonction donnée, <j> est une fonction 
cherchée, donc l'équivalence de (2.n) et (l) désigne (puisque (1) =>• (2.n) 
toujours) qu'il existe une constante À (qui peut dépendre de u) telle que 
chaque solution 4> de (2.n) remplit aussi (1). 
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(1) <f>(u)(x)) = X(f>(x) 

(2.n) 

15 * 



228 Zenon Moszner 

Z. Moszner [2] a donné la réponse négative à cette question en rema
rquant que si /i(x) :— (sgnx)A, où sgnO := 1, sgnx = sgnu;(x) et 

(3) <j>(u(x)) = ^x)<f>(x), 

dans ce cas 

(4) n(u{x)) = n(x), 

alors (2.n) a lieu et (1) ne doit pas être satisfaite (avec A constant). 
G . Targoński [3] dans la suite a posé la question est-ce que (2.n) est 

équivalente aux (3) et (4), c.à d. est-ce que (2.n) implique qu'il existe une 
fonction fi(x) remplissante (3) et (4). 

Z. Moszner [4] a donné à cette question la réponse positive. Si seulement 
(2.2) a lieu et si nous posons 

I ^ 1 « i r 0}, 
l 0 sur {x : <f>(x) = 0}, 

nous avons (3) et (4). Il en résulte que (2.2) implique (2.n) pour chaque n. 
M . Kuczma [6] a remarqué que le raisonnement plus haut est valable si 

la fonction 4> a les valeurs dans un groupe ou dans un corps et il a donné un 
contre-example, même si (2.n) sont remplies pour chaque n, si ces valeurs 
sont dans un semi-groupe commutatif. Il a formulé le problème est-ce que 
(2.2) implique (2.n) pour chaque n pour la fonction <j> des valeurs dans un 
semi-groupe commutatif? 

J. Drewniak et J. Kalinowski [12] ont démontrés que si <f> a les valeurs 
dans un semi-groupe commutatif et muni (éventuellement) d'un zéro et rem
plissant la condition 

(5) xy = xz et x ^ 0 =£• y = z, 

alors (2.2) implique (2.n) pour chaque n. Ils montrent aussi que aucune 
équation (2.m) pour m > 2 fixé n'implique pas du système (2.n) pour n > m. 
Ils donnent aussi dans [13] les trois exemples des solutions de (2.2) qui ne 
satisfont pas au système (2.n) pour n > 2. Ces solutions sont définies dans 
les structures algébriques qui vérifient seulement deux des suppositions de 
l'associativité, de la commutativité et de la loi de réduction (5), en donnant 
par ça la réponse négative au problème de Kuczma plus haut. 

S'il s'agit de la question première de G . Targoński M . Kuczma [10] a 
donné une classe vaste des fonctions u> : E -> E, où E est un ensemble 
arbitraire, et <f> définies dans E et des valeurs dans un groupe commutatif 
qui peut être muni d'un zéro, pour lesquelles (2.n) n'implique pas (1). Pour 
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cela il suffit que pour un entier pair k il existe un point a fixe d'ordre k pour 
la fonction CJ, c.à d. u>k(a) — a et u>i(a) / a pour 0 < / < k et il n'est pas 
vrai que pour chaque a et 6 de E ils existent des entiers non-négatifs i et j 
pour lesquels u>i(a) — u>j(b). Si E est un intervalle dans R et u est continue 
il suffit que u> ait le point fixe d'ordre k > 2 ou il suffit que u> n'est pas 
constante dans aucun intervalle et qu'elle ne possède pas des points fixes. 

U . Burkart [15], en généralisant le résultat de Z. Moszner, a démontré 
que (2.n) pour n fixé est équivalente à (3) avec 

\in = yu(w„_i)/i(w n_ 2).. ./x. 

Dans le cas réel ou complex quelques suppositions de la régularité as
surent l'implication de (2.2) à (1). M . Kuczma et G . Targoński [5] ont 
démontrés les théorèmes suivants: 

- si u : A -» A (A C R ou A C C), £ G intA, w(£) = £, lim u(x) = £ 

pour chaque x dans A,u(x) ^ £ pour x G A et x ^ £, s'il existe w'(£) , 
4> et u> remplissent (2.2) et s'il existe </>'(£) ^ 0, alors (1) a heu avec 
A = « '(0, 

- si w ^ const est holomorphe dans la région A, £ G A est tel que w(£) = £ 
et |w'(£)| < 1, (f> est aussi holomorphe dans A, <j> et u> satisfont à (2.2), 
alors (1) a lieu avec A = u>'(£)k, où k est l'ordre de la racine £ pour 4> 
(si (j) = 0, A peut être arbitraire). 
En liaison à la dépendance entre (l) et (2.2) on peut poser [8] le problème 

suivant: caractériser les fonctions UJ pour lesquelles (2.2) =j> 3A (1) pour cha
que fonction <f>. On peut démontrer ici: 

1. qu'il existe des fonctions u> qui ont cette propriété, p. ex. 
a) chaque fonction u> a deux valeurs a et 6 pour laquelle u (a) = b et 

cj(b) = a, 
b) chaque fonction CJ stable sur l'ensemble de ses valeurs, c. à d. telle 

que u>(u>(x)) =const, 
2. que seulement les fonctions u(x) = x onu>(x) =const ont cette propriété 

parmi les fonctions idempotentes, c. à d. telles que u>(w(x)) — o>(x), 
3. que seulement la fonction u>(x) — x a cette propriété parmi les fonctions 

strictement croissantes ou parmi les fonctions pour lesquelles OJ(U(X)) = 

x, c. à d. parmi les involutions. 
G . Targoński [14] a aussi supposé que <f> a les valeurs dans un groupe A 

abélien sans torsion en appliquant dans ce cas notation additive dans A, ce 
qui donne l'équation de Abel 

(6) 4>(u(x)) = w(z) + A 

au lieu de l'équation (1) et les équations de pré-Abel 

(7-n) n(f>{u){x)) = (n - \)4>{x) + <j>{un{x)) 
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au lieu des équations (2.n). La supposition que A est sans torsion permet 
donner les résultats nouveaux [14]: 

- l'équation (7.2) implique l'existence de À constant tel que (6) a lieu 
si et seulement si le graphe de la fonction u> est connexe ou chaque son 
composante connexe contient un cycle, 

- si u est idempotente ou est une involution, alors 

(8) 4>(u) = ui + a et a(u) — a 

implique l'existence de A telle que (6) a lieu, 
- si le domaine et le contre-domaine de u forme un ensemble indénomb

rable et le graphe de w a la composante connexe qui est une w-chaine ou 
u>* + w-chaine, alors (8) n'implique pas l'existence de A tel que (6) a lieu. 

U . Burkart [15] dans le cas de l'équation de Abel a démontré: 
- si (j> remplit (7.m) pour un m fixé et m > 3 et pour a := <f>(u)/4> on 

a a{u)m) = a ou a(um) = a(u>) ou si <f> remplit (7.p) et (7.p+l) pour un p 
fixé, alors cf> satisfait à (7.2), donc tout système (7.n) a lieu. 

Il y a les deux généralisations des considérations plus haut. 
(I). G . Targoński [17] a proposé remplacer, pendant 34e ISFE en 1996, 

4>(u>) dans (1) par un endomorphism linéaire fi de l'algèbre des fonctions, c. 
à d. considérer l'équation 

Si nous posons ici fi(<£) = <j)(u)) nous recevons (1) et (2.n). G . Targoński 
dans un manuscrit de sa conférence pendant 34e ISFE a donné deux exemples 
suivants. E n prenant Q(<fr)(x) := 4>'{x), (9) a la forme <j)'(x) = \<t>(x), la 
solution est de la forme 4>(x) = CexpXx et pour (10.2): [(f>'(x)]n = <f>(x)<f>"(x) 
nous avons 4>(x) = Cexpvx avec v arbitraire, donc les solutions de (10.2) ne 
sont pas des solutions de même équation de la forme (9). Remarquons que 
pour chaque solution de (10.2) il existe un A pour lequel (9) a lieu, il suffit 
prendre A = v. En posant 

[$W)]n = f 2 n ( ^ 

ii(<f>) = \(j> 

, n - l 

0 

nous avons comme (9): 

o 
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et comme (10.2): 

J u(z,y)<f>(y)dy\ =<l>{x) J u2{y,z)^{z)d: 

ou 
1 

u2(x,z) := J u(x,y)<f>(z)d; 

On peut poser pour cette généralisation toutes questions susdites, ces 
problèmes sont ouverts. 

(II). L. Reich [18], en remarquant que d'après (4) (n(x), /J,(U>(X))) est une 
racine le polynôme X—Y, a proposé une généralisation suivante. Considérons 
l'équation (3) avec la condition 

Q(n(x),n{u{x))) = 0, 

où Q est polynôme Q(X, Y) tel que / 0. Si on peut prolonger n{un) 
et 4>(u>n) dans un corps des fonctions il existe une suite des polynômes 
Qn(X, Y, Z) tels que ^ 0 pour laquelle 

(ll .n) Q n ( ^ ) ^ ( u ( i ) ) i ( W B ( i ) ) ) = 0. 

Ils se posent les problèmes: 
a) Quels sont les rapports entre les équations (ll.n)? 

b) Introduire pour l'équation (3) le système analogue à (ll .n) dans le cas 
si n(ujn) et (f)(u>n) ne sont pas prolongeâmes dans un corps des fonctions. 
Quelques des considérations susdites sont données dans la monographie 

[16] p. 368-371. 
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