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Ks. JERZY DADACZYNSKI

POJECIE NIESKONCZONOSCI W MATEMATYCE

Poczatek matematyki jako nauki wiaze si¢ ze starozytna Grecja. Wpra-
wdzie juz w starozytnym Egipcie i Babilonii rozwinigto wiele technik ra-
chunkowych, ale dopiero w Grecji antycznej zacze¢to budowa¢ matematyke
jako system zdan dedukowany z niewielkiego zbioru zdan wyj$ciowych —
aksjomatow. Tak pojmowat matematyke nie tylko Euklides 1 jego nastgp-
cy, lecz takze najprawdopodobniej juz pitagorejczycy, ktorzy zbudowali
niezachowany do naszych czas6w system geometrii.

Pojecie nieskonczonos$ci zostato uwiklane w matematyke juz w czasach
starozytnych. Grecy zdawali sobie sprawg z tego, ze w geometrii maja do
czynienia z nieskonczonymi klasami trojkatow rownobocznych, rombow
itd. Odkrycie niewymiernosci prowadzito do wprowadzenia technik ma-
jacych przybliza¢ te wielkosci. Czyniono to za pomoca nieskonczonych
ciagdw, na przyktad V2 przyblizano za pomoca nieskoficzonego ciagu wiel-
kosci wymiernych: 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ... . Jednak niedtugo po-
tem uswiadomiono soble ze nleogramczone posluglwame si¢ zbiorami
nieskonczonymi prowadzi do pogwalcenia aksjomatu antycznej matema-
tyki, stwierdzajacego, ze ,,czg$¢ jest mniejsza do catosci”. Ujawnita to
burzliwa dyskusja toczona wokoét aporii Zenona. Ostatecznie dominujace
do XIX w. — przynajmniej na poziomie filozoficznej refleksji nad mate-
matyka — stanowisko wobec problemu nieskonczonosci okreslit Arystote-
les. Odrzucit on istnienie nieskonczonosci aktualnej 1 dopuscit jedynie ist-
nienie nieskonczono$ci potencjalnej. Nie zdefiniowal przy tym obydwu
typow nieskonczonosci, a jedynie podatl ich paradygmaty. Wzorcem nie-
skonczono$ci aktualnej byt na raz dany zbior wszystkich liczb natural-
nych, natomiast nieskonczonosci potencjalnej — wielko$¢ zmienna, ktora
mogta by¢ uczyniona wigksza od dowolnej wielkosci skonczonej (dzi$
powiedziano by: ciag — lub ogdlniej funkcja — rozbiezne do nieskonczono-
sci). Sformutowany w starozytnosci aksjomat Eudoksosa-Archimedesa
miat eliminowa¢ wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkie i aktualnie
nieskonczenie mate z matematyki. Jednakze doktadnie ci sami dwaj
uczeni wprowadzili z powrotem do matematyki nieskonczono$¢ ,,kuchen-
nymi drzwiami”, podajac metod¢ wyczerpywania (Eudoksos), w ktorej za
pomoca whasnie nleskonczonych ciagow wielkosci przyblizano jako war-
tos$¢ graniczna pole lub objetos¢ figur geometrycznych oraz wprowadza-
jac pojecie dolnych i gornych sum catkowych (Archimedes), ktore do-
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magato si¢ wczedniejszego zaakceptowania istnienia nieskonczonych
ciagéw wielkosci .

Matematycy XVII 1 XVIII w. w ogdle nie przejmowali si¢ w swej
praktyce matematycznej dyrektywa Arystotelesa. Zaczeto si¢ to od przeje-
cia metod analitycznych wypracowanych w starozytnos$ci przez Eudokso-
sa 1 Archimedesa. Wkrotce w podstawach rachunku rézniczkowego po-
jawity sie wielko$ci nieskonczenie mate, fluksje 1 fluenty (I. Newton),
ktore — zdaniem przynajmniej cz¢sci matematykow — nie spetniaty ak-
sjomatu Eudoksosa-Archimedesa. Dowolnie postugiwano si¢ nieskonczo-
nymi szeregami, odkrywajac przy tym wiele ich ciekawych wtasnosci?.

Wielko$ci aktualnie nieskonczenie mate zostalty wyeliminowane z
podstaw analizy*® w procesie jej arytmetyzacji, ktory zapoczatkowali na
poczatku XIX w. B. Bolzano 1 A. Cauchy, opierajac analiz¢ na okreslo-
nym w kategoriach liczb rzeczywistych — a wigc skonczonych — pojeciu
granicy. Jednakze nadal postugiwano si¢ (budujac arytmetyczne podstawy
analizy) nieskonczonymi ciagami i — szerzej — zbiorami, na przyktad kon-
struujac liczby rzeczywiste (K. Weierstrass, G. Cantor, R. Dedekind).
Wychodzac z konkretnych potrzeb analizy, zwiazanych z badaniami sze-
regébw Fouriera, G. Cantor stworzyt teori¢ zbiorow nieskonczonych — teo-
ri¢ mnogosci. Niemiecki matematyk przejal definicje refleksywna zbio-
row nieskonczonych, sformutowana przez B. Bolzana oraz R. Dedekinda.
Wiazalo sig to z ostatecznym odrzuceniem antycznej zasady stwierdzaja-
cej, ze ,,cze$¢ jest mniejsza od catosci”. On réwniez przyczynit si¢ do
ostatecznego podwazenia obowiazujacej — na plaszczyznie filozoficznej —
od czasow Arystotelesa zasady nie eliminacji zbiorow aktualnie nieskon-
czonych. Zbudowana przez G. Cantora teoria mnogosci okazata si¢ — dzig-
ki pracom przede wszystkim G. Fregego, ale rowniez G. Cantora — dzie-
dzina podstawowa, z ktorej mozna byto wyprowadzi¢ cata, wezesniej za-
rytmetyzowana, matematyke dziewigtnastowieczna®.

Ale wlasnie wowczas sam G. Cantor, a takze C. Burali-Forti oraz B. Ru-
ssell odkryli w teorii mnogosci, czyli w teorii zbioréw nieskonczonych,
kilka antynomii. I wiasnie dlatego, ze teoria mnogosci byta wéwczas trak-
towana jako teoria podstawowa calej matematyki, kryzys 6w dotyczyt nie

I Por. I. G. Baszmak ow a, Grecja starozytna, [w:] Historia matematyki. Od czasow naj-
dawniejszych do poczqtkow XIX stulecia, red. A. P. Juszkiewicz, thum. z rosyjskiego S. Dobrzycki,
t. I, Warszawa 1975, s. 64-115; 1. G. Baszm ak o w a, Kraje hellenistyczne i imperium rzym-
skie, [w:] Historia matematyki. Od czasow najdawniejszych...,t. 1, s. 116—-168.

2 Por. A. P. Juszkiewicz Rachunek rézniczkowy i catkowy, [w:] Historia matematyki.
Od czasow najdawniejszych do poczatkow XIX stulecia, t. 111, Warszawa 1977, s. 262—403.

3 G. Cantor, po zbudowaniu swej przedaksjomatycznej teorii mnogoéci, starat si¢ udowodnié
nieistnienie wielko$ci aktualnie nieskoniczenie matych. Zasady formalizmu w podstawach mate-
matyki pozwolily na zbudowanie aksjomatyk wielkosci, ktore zawieraty zaprzeczenie aksjomatu
Eudoksosa-Archimedesa. Tak wlasnie A. Robinson zbudowat analiz¢ niestandardowa, ktéra po-
siuguje si¢ wielko$ciami niearchimedesowymi, aktualnie nieskonczenie matymi.

Zasadnicze wiadomo$ci na temat arytmetyzacji matematyki w dziewigtnastym wieku zawarte
sa w pracy N. Bourb aki, Elementy historii matematyki, ttum. z francuskiego S. Dobrzycki, War-
szawa 1980, s. 35-37.
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tylko teorii zbioréw nieskonczonych, ale catej matematyki. ,,Winny”
powstania znanych antynomii teoriomnogosciowych okazat si¢ stosowany
implicite przez G. Cantora oraz G. Fregego aksjomat nieograniczonej
komprehensji. Znane antynomie wyeliminowano dzigki teorii typow lo-
gicznych (B. Russell, A. N. Whitehead) oraz aksjomatyzacji teorii mnogo-
sci (E. Zermelo). W teoriach tych ograniczono stosowalno$¢ nieograniczo-
nego aksjomatu komprehens;ji lub zastapiono go bardziej restryktywnymi
aksjomatami. Istota eliminacji znanych antynomii polegata na dookresle-
niu pojecia zbioru®.

Zauwazono jednak, ze wiele antynomii (Burali-Fortiego, najwigkszej
liczby kardynalnej) powstawato wtedy, gdy w sposob ,,nieostrozny” opero-
wano zbiorami nieskonczonymi. Dlatego pojawity si¢ glosy, szczegdlnie
w obozie intuicjonistow, ze istotna przyczyna powstania antynomii w pod-
stawach matematyki byto nie tyle niedookreslenie pojecia zbioru w syste-
mach Fregego i1 Cantora, ile wprowadzenie do matematyki 1 jej podstaw
zbioréw nieskonczonych. Rozumowano w nastgpujacy sposob: wprawdzie
znane antynomie udato si¢ wyeliminowac, ale nikt nie moze zagwaranto-
wac tego, ze dalsze postugiwanie si¢ zbiorami nieskonczonymi nie dopro-
wadzi do ujawnienia nowych antynomii, dotychczas nieznanych. Dlatego
w obozie intuicjonistow holenderskich zdecydowano si¢ na usunigcie zbio-
row aktualnie nieskonczonych z podstaw matematyki oraz z pozostatych
jej gatezi. Doprowadzito to do powstania matematyki intuicjonistycz-
nej, znacznie ,,okrojonej” w stosunku do tradycyjnej. Intuicjonisci mieli juz
powazne problemy na poziomie okre$lenia continuum liczb rzeczywi-
stych®.

Znaczna cze¢$¢ matematykow opowiedziala si¢ jednak za zachowaniem
klasycznej matematyki, wraz z ,,wbudowanym” w nig pojeciem nie-
skonczonos$ci aktualnej. Zajmujac jednak taka postawe, nalezalo w jakis$
sposob odeprze¢ argument intuicjonistow, ze dalsze operowanie nieskon-
czonos$cia aktualng w matematyce nie doprowadzi do ujawnienia kolejnych
antynomii, ktore moglyby podwazy¢ fundament matematyki klasycznej
(nieintuicjonistycznej).

Zadania tego podjat si¢ najwybitniejszy matematyk poczatku XX w.,
D. Hilbert. W celu obrony catej matematyki klasycznej, z ,,wkomponowa-
na” w nia nieskonczonos$cia, rozwinal on caty program, nazwany pdzniej
programem formalizmu. Najdobitniej 1 najpetniej sformutowat D. Hilbert
zasady swojego programu w teks$cie, ktory nieprzypadkowo zostal przez
niego zatytutowany O nieskornczonosci’.

5 Por. L. Borkows ki, Logika formalna, Warszawa 1970, s. 285-309.

6 Por. J. Perzanowski, Intuicjonizm, [w:] Mata encyklopedia logiki, Wroctaw 1988, s. 74—
77.

7 D.Hilbert, ,Mathematische Annalen” 1926, 95, s. 161-190, thum. z niemieckiego R. Mu-
rawski, w: Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, wybdr 1 oprac. R. Murawski, Po-
znan 1986, s. 288-307.

Jest to tekst wyktadu wygloszonego 4 VI 1925 r., na zebraniu Westfalskiego Towarzystwa
Matematycznego w Miinster Uber das Unendliche, dla uczczenia pamigci K. Weierstrassa.
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Swoj artykut rozpoczyna D. Hilbert od pytania, czym jest nieskonczo-
nos¢. Odpowiada na to pytanie, stwierdzajac, ze nieskonczonos$¢ nie jest
niczym, co mozna by znalez¢ w rzeczywistosci fizycznej. Nie ma w ota-
czajacym nas $wiecie wielkosci nieskonczonych.

Aby uzasadni¢ to twierdzenie, D. Hilbert odwotuje si¢ do wspotcze-
snej mu fizyki. Przyjmowane fizyczne modele materii i energii nie do-
puszczaly ciaglosci, continuum, niepodzielnosci do nieskonczonosci ma-
terii czy energii. Nie mozna bez konca dzieli¢ kawatka metalu, natrafi si¢
bowiem na atomy, czy ich czesci skladowe, ktére sa niepodzielne. Maja
one bardzo mate, ale okreslone, skonczone wymiary, wyrazalne za pomo-
ca liczb rzeczywistych. A zatem — taki wniosek wyciaga D. Hilbert — w
przyrodzie nie wystepuja wiclkosci aktualnie nieskonczenie mate®.

Nie wystepuja tez w przyrodzie, jego zdaniem, wielkosci nieskonczenie
wielkie. Wystarczy w tym wypadku zbada¢ najwigkszy przedmiot rzeczy-
wistos$ci fizycznej, to znaczy caty wszech§wiat. Kilka lat przed powstaniem
tekstu O nieskonczonosci D. Hilberta, A. Einstein zbudowat pierwszy ma-
tematyczny model wszech§wiata, do jego wnioskow odwotat si¢ matema-
tyk z Getyngi. A. Einstein postuzyt si¢ w swojej kosmologii nieeuklideso-
wa, riemannowska geometria. W takim wszechswiecie mozna si¢ poruszac
po prostych — wielkich kotach — bez natrafienia na jakakolwiek granicg.
Nie swiadczy to jednak o tym, Ze nieograniczony wszech§wiat jest nieskon-
czony. Wszech§wiat posiada bowiem bardzo wielki, ale jednak skonczo-
ny promien. Inaczej jeszcze: ten wszech§wiat mozna zamknaé w sze-
Scianie o skonczonych wymiarach. Zatem 1 liczby galaktyk, gwiazd,
planet, atomow, 1 elektrondw czy protonéw we wszechswiecie sa bardzo
wielkie, ale wyrazalne skonczonymi liczbami naturalnymi”®.

Whiosek, jaki wyciagnat D. Hilbert, byt nastepujacy: w $wiecie fi-
zycznym nie ma wielko$ci nieskonczonych — ani nieskonczenie wielkich,
ani nieskonczenie matych. A mimo to matematyka ma prawo, zdaniem D.
Hilberta, postugiwaé si¢ nieskonczonoscia '°. Jest bowiem nieskonczonosé
idea w sensie kantowskim'!, czyli pojeciem, ktore nie ma zadnych desy-
gnatow w rzeczywistosci fizycznej, pojeciem rozumu, ktéremu w $wiecie
fizycznym nic nie odpowiada '2.

8 Por. D. Hilb ert, Uber das Unendliche..., s. 290.

9 Por. tamze, s. 291.

10°D. Hilbert twierdzil wprost, ze teoria mnogoséci G. Cantora i nabudowana na niej arytmetyka
liczb pozaskonczonych jest jednym z najwybitniejszych osiagnig¢ ,,ducha matematycznego” i ,,in-
telektu ludzkiego” (por. D. Hilb e rt, Uber das Unendliche..., s. 293).

11 T, Kant zaliczat do idei pojecia Boga, duszy i wszech$wiata.

12 D. Hilbert pisat: ,,na koniec chcemy jeszcze raz wrécié do naszego wiasciwego tematu i wy-
ciagna¢ pewne wnioski z calych naszych rozwazan nad nieskonczono$cia. Koncowy wynik jest
nastgpujacy: nieskonczono$é nie jest realizowana nigdzie w rzeczywistosci. Nie istnieje ona w na-
turze, nie stanowi tez prawomocnosci bazy naszej mysli racjonalnej — godnej uwagi harmonii po-
migdzy bytem i mysla. W przeciwienstwie do wczesniejszych prob Fregego i Dedekinda jestesmy
przekonani, ze pewne pojgcia intuicyjne i pewien wglad (Einsicht) sa niezbgdnymi warunkami ja-
kiejkolwiek wiedzy naukowej, ze sama logika nie wystarczy. Operowanie nieskoniczonoscig moze
by¢ uprawomocnione tylko przez skonczonos$¢. Rola, jaka pozostaje do odegrania nieskonczono-
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Ale takie postawienie sprawy, czyli utozsamienie pojgcia nieskonczo-
nodci z kantowska idea, nie rozwiazywalo jeszcze zasadniczej sprawy. Po-
zostawalo pytanie, czy matematyka z ,,wkomponowana” w nia nieskon-
czonoscia nie ,,wygeneruje” nowych antynomii. Czyli w istocie chodzi-
to o0 wykazanie, ze nieskonczonos¢ jest, jak przyjmowat I. Kant i za nim
D. Hilbert, pojeciem niesprzecznym. Jak juz wspomniano, tego zadania po-
djat si¢ matematyk z Getyngi i w tym celu sformutowat program formali-
zmu. Jego realizacja miata polegac na:

1) aksjomatyzacji catej matematyki;

2) formalizacji matematyki, tak aby kazdy jej wyraz, kazde zdanie i kaz-
dy dowdd stanowit ciag znakow;

3) stworzeniu teorii dowodu, czyli metamatematyki, w ktorej za po-
moca srodkow matematyki (skonczonosciowej, finistycznej) bytoby moz-
liwe badanie matematyki;

4) wykazaniu za pomoca finistycznych srodkéw teorii dowodu niesprze-
cznosci matematyki z ,,wkomponowanym” pojeciem nieskonczonos$ci 2.

Dowdd niesprzecznos$ci matematyki miat si¢, zdaniem D. Hilberta, spro-
wadza¢ do dowodu niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych. Wynika-
fo to stad, ze cata matematyka dziewigtnastowieczna byta arytmetyzo-
walna, to znaczy sprowadzalna do arytmetyki liczb naturalnych. D. Hil-
bert podat nawet szkic dowodu niesprzecznosci arytmetyki. Miat on wy-
glada¢ nastepujaco: Jeshby w arytmetyce liczb naturalnych wystqpﬁa
dowolna sprzecznosc p 1 ~p, to z tej sprzecznosci mozna by wywies¢
kazde zdanie — rowniez falszywe zdanie 1#1. Jesliby zatem udato si¢ udo-
wodni¢, ze w arytmetyce nie mozna dowie$¢ zdania 1#1, to wynikatoby
stad, ze w arytmetyce liczb naturalnych nie moze wystapi¢ zadna sprzecz-
no$¢. Zatem dowdd niesprzecznos$ci arytmetyki liczb naturalnych, a wigc
1 catej matematyki klasycznej (z ,,wkomponowang” nieskonczonoscia)
sprowadzalby si¢ do dowodu, ze w tej teorii nie mozna dowies¢ formuty
1#1. Dowdd tej ostatniej wiasnosci miat by¢ przeprowadzony w teorii do-
wodu (metamatematyce) .

Jednak nadzieje D. Hilberta na przeprowadzenie dowodu niesprzeczno-
sci matematyki infinistycznej za pomoca metod finistycznych zostaty
podwazone przez ogloszenie wynikéw K. Godla. Drugie twierdzenie

$ci, jest jedynie rola idei — jezeli, zgodnie ze stowami Kanta, pod idea rozumie¢ pojgcie rozumu
(Vernunftbegriff), ktore przekracza (iibersteigt) wszelkie doswiadczenie i za pomoca ktorego to,
co konkretne, zostaje dopetnione w sensie ogolnosci (im Sinne der Totalitdt) — idei, ktdrej moze-
my bez obaw zaufa¢ w ramach, ktore ustanowita naszkicowana tu przeze mnie teoria”. D.
Hilb ert, Uber das Unendliche..., thum. z niemieckiego R. Murawski, s. 307.

13 Drugim istotnym powodem, dla ktorego sformutowany zostat program formalizmu i za-
programowana zostata metamatematyka, byto przeprowadzenie dowodu zupetnos$ci matematyki. I
tutaj najpowazniejszy problem — zdaniem D. Hilberta — stanowito zagadnienie z zakresu teorii
zbioréw nieskonczonych, mianowicie tzw. problem continuum. Matematyk z Getyngi byt przeko-
nany, ze uda si¢ udowodni¢ w aksjomatyce tradycji Zermelowskiej hipoteze continuum, sformu-
towana po raz pierwszy przez G. Cantora (por. D. Hilbert, Uber das Unendliche..., s. 305—
307).

14 Por. D. Hilb ert, Uber das Unendliche..., s. 305.
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Godla moéwito bowiem o tym, ze jesli system, w ktorym mozna zbudowac
arytmetyke liczb naturalnych, jest niesprzeczny, to nie da si¢ owej nie-
sprzecznosci udowodni¢ za pomoca $§rodkow samej arytmetyki. Nie da si¢
zatem uzasadni¢ niesprzecznosci matematyki infinistycznej za pomoca
srodkow finistycznych 5.

Tak wigc cele programu D. Hilberta okazaty si¢ nierealizowalne '°. Ale
mimo to w matematyce XX w., w jej gtownym nurcie, przetrwala idea
postugiwania si¢ metodami nieskonczonosciowymi i badania nieskonczo-
nosci. Matematyka intuicjonistyczna, interesujaca niewatpliwie z meta-
matematycznego punktu widzenia, nie zajeta uprzywilejowanego miejsca
matematyki klasycznej. Ta ostatnia zas, mimo niemozliwosci dowiedzenia
jej niesprzecznos$ci metodami finistycznymi, stanowi potezne narzedzie de-
terminujace poznanie rzeczywistosci!’ i tworzenie wspélczesnej cywili-
zacji. Bez badan podstawowych, prowadzonych w ramach matematyki z
,wkomponowana” nieskonczonos$cia, nie byloby wspodtczesnej informa-
tyki, powszechnego zastosowania komputerow w tak wielu dziedzinach
zycia, technik satelitarnych, telefonii komorkowej i w ogole telekomunika-
cji, postgpu w dziedzinach biologiczno-medycznych, ktorego pochodna jest
ostatecznie lepsza ochrona zycia 1 zdrowia. To tylko pewne przyktady,
podang list¢ mozna by znacznie przedluzy¢. W kazdym razie wniosek
jest taki, ze matematyka, wiasnie ta z uwiktanym w nia poj¢ciem nieskon-
czonosci, ma ogromne znaczenie dla funkcjonowania wspoétczesnej cywi-
lizacji. Inaczej jeszcze: tego poziomu cywilizacyjnego nie mozna by nig-
dy osiagna¢, gdyby na zapleczu nie stato to pot¢zne narzedzie teoretyczne
o ogromnej liczbie zastosowan, jakim jest matematyka. Trzeba jeszcze
raz doda¢, ze chodzi o matematyke, ktorej ,,sercem” jest pojecie nieskon-
czonoscl, idea w sensie kantowskim.

DER BEGRIFF DES UNENDLICHEN IN DER MATHEMATIK
Zusammenfassung

Der présentierte Text zeigt die Entwicklung der Idee der Unendlichkeit in der
Geschichte der Mathematik. Er kniipft an den Gedanken von D. Hilbert an, um
den Begriff des Unendlichen, welcher in der Mathematik angewendet wird, als
eine Idee im Kantischen Sinn anzuerkennen.

15 G. Gentzen, pracujacy w getyniskiej szkole D. Hilberta, wykazat niesprzeczno$é arytmetyki,
wykorzystujac pojecie indukcji pozaskonczonej. Byt to jednak dowdd niesprzeczno$ci matematy-
ki infinistycznej, przeprowadzony za pomoca $rodkdw infinistycznych, a nie finistycznych, jak to
postulowat D. Hilbert.

16 K. Godel udowodnit réwniez twierdzenie, ze jesli system, w ktorym mozna zbudowaé aryt-
metyke liczb naturalnych, jest niesprzeczny, to jest on niezupehy, co sprzeczne byto z koncepcja
D. Hilberta.

17 Pytanie, dlaczego rzeczywisto$¢ jest ,,matematyczna”, dlaczego daje si¢ poznawaé przy za-
stosowaniu narzedzi teoretycznych, wypracowanych w matematyce, stanowi osobny, pasjonujacy i
zywo dyskutowany problem filozofii przyrody, filozofii nauki i filozofii matematyki.



