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KS. JERZY DADACZYNSKI

FUNKCJE POJECIA WIELKOSCI W BADANIACH
TEMPORALNOSCI MATEMATYKI

Jednym z wazniejszych probleméw dyskutowanych w ramach wspoét-
czesnej filozofii nauki jest kwestia jej temporalnosci. Zostato wypraco-
wanych kilka modeli zmiennosci nauki w czasie. Trzeba jednak mocno
podkresli¢, ze modele te nie zostaty skonstruowane dla nauki w ogoéle,
lecz w istocie dla specjalnego typu nauk, dla fizyki. Oczywiscie interesu-
jaca pozostaje nadal kwestia temporalnosci innych nauk, miedzy innymi
matematyki.

Problem ten starano si¢ rozwiazaé, przenoszac na teren nauk o mate-
matyce gotowe modele wypracowane przede wszystkim dla fizyki. Nie
stworzono jednak dotychczas wiasciwej dla matematyki teorii jej rozwoju.

Rzecz jasna, przenoszenie modeli zbudowanych dla fizyki na teren ba-
dan nad rozwojem matematyki nie moze by¢ bezdyskusyjne. Klasyczne
badania wskazuja na zasadnicza odmiennos¢ przedmiotowa, gnozeolo-
giczna oraz metodologiczna nauk fizycznych oraz nauk formalnych, do
ktorych zaliczana jest matematyka. Tradycyjnie klasyfikuje sie matema-
tyke jako formalna — ze wzgledu na przedmiot, aprioryczna — ze wzgledu
na charakter poznawczy oraz dedukcyjna — ze wzgledu na stosowana me-
tode. Natomiast nauki fizyczne, w owym Kklasycznym ujeciu, bytyby na-
ukami realnymi, aposteriorycznymi oraz indukcyjnymi*,

Oczywiscie, sama taka klasyfikacja nie jest bezdyskusyjna. Przedsta-
wiciele kierunkdw empirycznych podkreslaja raczej aposterioryczny cha-
rakter matematyki, w naukach fizycznych stosuje sie wspotczesnie szero-
ko metode aksjomatyczna. W kontekscie odkrycia naukowego wielu dys-
cyplin matematycznych, na przyktad rachunku catkowego w siedemna-
stym wieku, mozna si¢ dopatrzy¢ stosowania metody indukcyjnej i po-
wolnego uogoblniania uzyskanych pojedynczych wynikow. Jednak pomi-
mo dyskusyjnosci klasyfikacji matematyki i fizyki na ogélnym planie
nauk, przyjmuje si¢ w niniejszym opracowaniu zasadnicza ich odmien-
nos¢.

Przeniesienie na grunt badan nad matematyka modeli wypracowanych
w badaniach nad rozwojem fizyki owocuje przeniesieniem odnosnych
kontrowersji na ptaszczyzneg badan nad rozwojem matematyki. | tak do-

LPor. S. Kaminski, Nauka i metoda. Pojecie nauki i klasyfikacja nauk, Lublin 1992 s. 285.
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minuje poglad, iz matematyka rozwija si¢ kumulatywnie 2. Istnieja jednak
rowniez prace, w ktérych podkresla sie niekumulatywny, nieciagty roz-
woj matematyki. | tak méwi sie o rewolucjach w matematyce?® czy tez o
zmianach programu badawczego w sensie Lakatosa®. Czasem twierdzi
sig, ze rewolucje zachodzity nie tyle w warstwie przedmiotowej, co w
filozofii matematyki °.

Powstaje pytanie, czy w zwiazku z podtrzymywanym przekonaniem o
zasadniczej odmiennosci matematyki i fizyki, dozwolone jest przenosze-
nie wynikoéw badan nad rozwojem fizyki na teren dociekan nad zmienno-
$ciag matematyki. Odpowiedz pragmatyczna moze brzmie¢: skoro nie wy-
pracowano dotychczas modeli wiasciwych dla rozwoju matematyki, to
nie pozostaje nic innego jak stosowna transpozycja.

Wydaje si¢ jednak, ze nic nie zwalnia z obowiazku przeprowadzenia
stosownych badan, ktore doprowadzityby ostatecznie do zbudowania ja-
kichs modeli, wiasciwych dla opisu rozwoju matematyki. Jest rzecza o-
czywista, ze takie proponowane badania musza siggnac¢ do historii mate-
matyki. | by¢ moze uda si¢ wowczas wypreparowac jakie$ kategorie ma-
tematyczne, pozwalajace zbudowa¢ postulowane modele. Wydaje sig¢ tez,
ze szczegblna uwage nalezy poswieci¢ tym epizodom z dziejow matema-
tyki, w ktorych zmieniata sie ona szczegolnie ,intensywnie”, a ktdre cza-
sami nazywa si¢ sytuacjami kryzysowymi w matematyce. Wymienia si¢
tutaj szczegdlnie odkrycie niewymiernosci, powstanie rachunku catkowe-
go 1 rozniczkowego oraz powstanie teorii mnogosci wraz z odkryciem
antynomii ®.

W niniejszym artykule proponuje si¢ ,,wypreparowanie” z dziejow ma-
tematyki pewnego pojecia, ktore moze okaza¢ sie ptodne w opisie tempo-
ralnosci matematyki. Za pomoca tego pojecia przeprowadzi si¢ potem
opis zmian zachodzacych w matematyce w tych okresach, ktore uwaza sig
za kryzysowe.

Proponowane pojecie to pojecie wielkosci. Pojawito si¢ ono juz u po-
czatkdw matematyki, w starozytnej Grecji. Nalezy je traktowac jako po-
jecie pierwotne, ktére w pewnym momencie rozwoju starozytnej matema-

2 W ujeciach kumulatywnych podkresla sie, ze kolejne (dziejowo) teorie matematyczne po-
wiazane sa z soba relacja korespondencji. Dwie teorie matematyczne uwaza si¢ za zwiazane z
soba relacja korespondencji, gdy pewna poddziedzina dziedziny przedmlotowej dla ktorej zbu-
dowana zostata nowa teoria, jest izomorficzna z dziedzina wczesniejszej teorii matematycznej
[por. E. Katuszynska, W. Mejbaum, Uzasadnianie jako dialog, ,,Studia Filozoficzne” 28
(1984) nr 7, s. 30-31 (29-36)].

3Por. J. W. Dauben, Conceptual revolutions and the history of mathematics, w: Transforma-
tion and tradition in the sciences. Essays in honor of I. Bernard Cohen, ed. E. Mendelsohn, New
York 1979, s. 81-103. Autor uwaza, ze zastosowane przez niego pojqcie rewolucji naukowych
odbiega od znaczenia uzywanego w opracowaniach Kuhnowskich.

4Por. M. Hallett, Towards a theory of mathematical research programmes, ,, The British Jo-
urnal for the Philosophy of Science” 30 (1979) s. 1-25, 135-159.

5Por. M. J. Crowe, Ten ,,laws™ concerning patterns of change in the history of mathematics,
,,Historia Mathematica” 2 (1975)5 161-165.

Spor. J. Perzanowski, Podstawy matematyki, w: Mafa encyklopedia logiki, Wroctaw?
1988, s. 142 (141-151).
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tyki otrzymato swoja uwiktana definicje¢ aksjomatyczna. Nie zostanie ona
podana juz w tym momencie, poniewaz wazne zmiany w matematyce
starozytnej zaszly w czasach, kiedy nie postugiwano si¢ jeszcze taka ex-
plicite sformutowana aksjomatyka. Wazne jest, ze do wielkosci, w zwiaz-
ku z rozwojem arytmetyki i geometrii, w okresie pitagorejskim zaliczano
liczby (naturalne), stosunki liczb naturalnych (liczby wymierne), jak i
wielkosci ciagte, odcinki, pola, objetosci. Dla starozytnych Grekéw — a
takze dtugo jeszcze po okresie greckim — matematyka byta nauka o wiel-
kosciach.

Oczywiscie mozna juz w tej chwili oponowac przeciw traktowaniu po-
jecia wielkosci jako pewnego kryterium zmiennosci matematyki. Dzisiaj
raczej nie ma zgody co do tego, ze matematyka jest nauka o wielkosciach.
Jest raczej pojmowana — jesli przyjmie si¢ poprawnos¢ redukcji matema-
tyki do teorii mnogosci, proponowana przez N. Bourbakiego — jako nauka
0 jakichkolwiek zbiorach i okreslonych na nich funkcjach (relacjach).

Przeciw takiemu stanowisku mozna sformutowa¢ dwa istotne argu-
menty. Po pierwsze ten, ze, jak to juz zaznaczono, przez wiele wiekOw
rozwoju matematyki, praktycznie do dziewigtnastego wieku, traktowano
ja jako nauke o wielkosciach. Dlatego w badaniach zmiennosci matema-
tyki w czasie takie pojecie nie tylko moze, ale i powinno by¢ uwzgled-
niane. Po wtore, prawda jest, ze matematyke wspbtczesnie traktuje sie
jako (przynajmniej) fragment teorii mnogosci — jako nauke o jakichkol-
wiek zbiorach. Jednak z pojeciem zbioru bardzo blisko zwiazane jest po-
jecie pewnej wielkosci, mianowicie liczby kardynalnej, mocy wyznacza-
nej przez dany zbiér. Kazdy zbiér zatem posiada, czy tez przynajmniej
okresla, pewna wielkos¢.

W trakcie rozwoju matematyki wyrozniono rozne typy wielkosci: wy-
mierne, niewymierne, skonczone, nieskonczenie wielkie, nieskonczenie
mate. Nie zawsze wszystkie akceptowano na gruncie aktualnej matema-
tyki. Wydaje sig, ze mozna przedstawi¢ model zmiennosci matematyki
jako dzieje odkrywania i akceptowania lub odrzucania (z heterogennych
wzgleddw) poszczegollnych typow wielkosci. Zmiany w akceptacji po-
szczegblnych typow wielkosci bytyby tu traktowane jako pewne zmiany
nieciagte w rozwoju matematyki.

Pierwszy okres w dziejach matematyki, ze wzgledu na podejscie do
zagadnienia wielkosci, to okres pitagorejski. Pitagorejczycy, aczkolwiek
byli twdrcami systemu geometrycznego’, to gtéwny nacisk ktadli na zbu-
dowanga przez siebie arytmetyke. Stworzyli oni arytmetyke liczb natural-
nych oraz arytmetyke liczb wymiernych, ktore definiowali jako stosunki
(pary uporzadkowane) liczb naturalnych. Tych ostatnich nie nazywali
liczbami, poniewaz prezentowali przekonanie, iz liczby to wielosci jedno-
stek.

" Historycy matematyki zastanawiaja si¢ nawet nad tym, czy system ten byt nie tylko syste-
mem dedukcyjnym, ale rowniez aksjomatycznym.
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Pitagorejczycy byli poczatkowo przekonani, iz przy pomocy stosunku
dwu liczb naturalnych — a zatem przy pomocy liczb wymiernych — mozna
wyrazi¢ stosunki dwu dowolnych, nalezacych do tej samej ,kategorii”
wielkosci geometrycznych, a wigc stosunki dwu odcinkéw lub pdl dwu
figur ptaskich. Zatem — i to jest istotne dla prowadzonych badan — wiel-
kosci geometryczne ciagte, takie jak odcinki, pola, byly wielkosciami
wymiernymi, wyrazalnymi przy pomocy stosunkéw liczb naturalnych. To
prowadzito do przekonania pitagorejczykéw, iz arytmetyka liczb wy-
miernych i w konsekwencji arytmetyka liczb naturalnych sa dyscyplinami
bardziej ,,podstawowymi” od geometrii. Do arytmetyki liczb naturalnych
mozna bylo sprowadzi¢ arytmetyke liczb wymiernych i — wedtug pier-
wotnej koncepcji pitagorejczykéw — posrednio geometrig 8.

Odkrycie niewymiernosci przez samych pitagorejczykdw zmienito ich
poglad na mozliwos¢ arytmetyzacji catej matematyki. Ale przede wszyst-
kim zmiana dotyczyta tego, ze trzeba byto uznac istnienie w matematyce
wielkosci niewymiernych, ktérych nie daje sie wyrazi¢ przy pomocy sto-
sunku dwu liczb naturalnych. Takie wielkosci zawierata przede wszyst-
kim geometria.

Juz sami matematycy pitagorejscy zaczeli szuka¢ drog wyjscia z po-
wstatego kryzysu. Teoretycznie mozliwos¢ t¢ dawaty trzy sposoby dziata-
nia:

1) rozszerzenie pojecia liczby tak, aby mozliwe stato si¢ — przy pomo-
cy nowej klasy liczb — ujecie stosunkdéw wszystkich odcinkow;

2) nie prébowac arytmetyzowacé geometrii, ale jako dyscypline pod-
stawowa matematyki wybra¢ geometri¢ i geometryzowaé arytmetyke
liczb wymiernych (a zatem i posrednio arytmetyke liczb naturalnych);
wynikato to stad, ze jak to pokazywaty przypadki niewspotmiernosci,
geometria okazata si¢ by¢ ,,bogatsza” od dziedziny liczb wymiernych;

3) postugiwac sie¢ w sposéb niescisty niewymiernosciami, rezygnujac z
wypracowanego w szkole pitagorejskiej ideatu dedukcyjnego budowania
matematyKki.

Pierwszy i trzeci sposob byt w starozytnej Grecji nierealizowalny, z
roznych zreszta powodow. Jesli chodzi o trzecie z mozliwych rozwiazan,
to byto ono dla starozytnych nie do zaakceptowania z powodu przyjgtych

8 pitagorejczycy dokonali pewnego spostrzezenia z zakresu akustyki, ktore pozwalato znalezé
arytmetyczna podstawe wysokosci dzwigkdw. Rozszerzyli oni to spostrzezenie na inne dziedziny
$wiata fizycznego i twierdzili, ze wszelkie prawidtowosci $wiata mozna wyrazi¢ przy pomocy
liczb naturalnych i ich stosunkéw. To z kolei dato im podstawy do stwierdzenia, iz liczba jest
poszukiwanym przez greckich filozoféw arche. Mozliwe sa dwie interpretacje tego filozoficznego
stanowiska pitagorejczykow:

1) albo traktowali oni liczby jako materig $wiata zjawiskowego;

2) albo traktowali oni liczby jako forme materii.

Oczywiscie pitagorejczycy nie postugiwali sig jeszcze terminami arystotelesowskimi ,,mate-
ria” i ,forma”. Sam Arystoteles, relacjonujacy poglady pitagorejczykow, wahat si¢ pomiedzy
jedna a druga interpretacja ich filozofii.

Odkrycie niewymiernosci falsyfikowato przekonania ontologiczne pitagorejczykdw. Od te-
go odkrycia datuje si¢ upadek filozoficznego kierunku w ramach szkoty pitagorejskiej. Pozostat
jeszcze nurt matematyczny i poniekad religijny.
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zasad metanaukowych. Nie chcieli oni bowiem odstapi¢ od ideatu metody
dedukcyjnej. O ile trzecia droga byta przez Grekdw nie do przyjecia ze
wzgleddw metanaukowych, to rozwiazanie pierwsze byto nierealizowalne
z powodow przedmiotowych. Matematyka byta jeszcze w zbyt wczesnym
stadium rozwoju, aby podota¢ postawionemu zadaniu®.

Pozostata zatem tylko jedna droga dalszego rozwoju matematyki, mia-
nowicie geometryzacja arytmetyki i algebry. W starozytnosci rozwiazy-
wano wiele problemoéw algebraicznych za pomoca przyciezkawej apara-
tury geometrycznej.

Dla prowadzonych tutaj analiz istotne pozostaje to, ze odkrycie nie-
wymiernosci przez pitagorejczykéw doprowadzito do zaakceptowania
wielkosci niewymiernych na gruncie matematyki. Stanowito to réwniez
kres tej matematyki pitagorejskiej, ktora nie przewidywata miejsca dla
wielkosci niewymiernych w matematyce. Wazne jest jeszcze pytanie:
jakie przyczyny doprowadzity do powstania nowego typu matematyki?
Czy byly to tylko przestanki wewnatrzmatematyczne, czy tez powody
zewnetrzne w stosunku do matematyki?

Pozornie mogtoby si¢ wydawac, ze przyczyny wprowadzenia niewy-
miernosci lezaty wytacznie w obrebie samej matematyki. Przeprowadzo-
no po prostu dowod, ktory wykazat istnienie wielkosci niewymiernych.
Najprawdopodobniej dowdd samych pitagorejczykéw zachowat sie w
pracach Arystotelesa. Trzeba jednak zwrdci¢ uwage, ze jest to dowdd nie
wprost. Opiera sie na zaakceptowanej przez pitagorejczykéw logice. W
trakcie jego przeprowadzania odwotano si¢ do zasady sprzecznosci poda-
nej po raz pierwszy — tyle ze w wersji ontologicznej — przez Parmenidesa.
Pitagorejczycy byli pod wzgledem akceptowanej logiki pod niewatpli-
wym wplywem Parmenidesa, ktory jak oni sami, dziatat na terenie Wiel-
kiej Grecji.

Nalezy zatem stwierdzi¢, ze przetom w matematyce, zaakceptowanie
wielkosci niewymiernych, dokonato si¢ rowniez ze wzgledow zewnetrz-
nych w stosunku do matematyki, z powodoéw logicznych i posrednio on-
tologicznych.

W ten sposéb powstata nowa matematyka, odrebna od pitagorejskiego
wzorca. W ramach tej nowej matematyki ujawnione zostato rowniez sta-
nowisko wobec nowych typow wielkosci, ktére okreslono w V i 1V wieku
p. n.e.

Bardzo waznym osiagnigciem nowego etapu w rozwoju matematyki
greckiej byto aksjomatyczne opisanie pojecia wielkosci. Dokonat tego
Eudoksos, a jego aksjomaty zostaty powtdrzone w ,,Elementach” Euklidesa.

9 Eudoksos w czwartym wieku p. n. e. zbudowat $cista teorig niewymiernosci, przypominaja-
ca teori¢ przekrojow R. Dedekinda. Teoria niewymiernosci Eudoksosa nie byla jednak oparta
wylacznie na pojeciu liczb wymiernych. Antyczny matematyk postuzyt si¢ pojeciem wielkosci,
wsrod ktorych znajdowaty si¢ wielkosci niewymierne nalezace do geometrii. Tak wigc praca
Eudoksosa nie przyniosta petnej arytmetyzacji niewymiernosci. Stato sie to dopiero mozliwe w
dziewigtnastym wieku, dzigki pracom K. Weierstrassa, G. Cantora oraz R. Dedekinda.
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Aksjomaty, ktére zawieraja uwiktana definicje pojecia wielkosci (ktore
jest w tej aksjomatyce pojeciem domyslnym) sa nastepujace:

1) réwne temu samemu sa rowne miedzy soba;

2) i jesli do réwnych doda si¢ rowne, to w sumie beda rowne;

3) i jesli od rownych odejmie sig rowne, to reszty beda rowne;

4) i pokrywajace si¢ wzajemnie sa sobie rowne;

5) i catosc jest wigksza od czesci.

Aksjomaty te, jak si¢ okazuje, pozwalaty na eliminowanie pewnych
typodw wielkosci z matematyki czasow Eudoksosa. Uwaga ta dotyczy
wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkich.

Juz w matematyce okresu pitagorejskiego mozna si¢ byto spotka¢ z
pewnymi formami nieskonczonosci. Byly to na przyktad nieskonczone
procesy w geometrii. Odkrycie niewymiernosci tez miato swoje odniesie-
nie w zakresie nieskonczonosci. Nieskonczonym byto na przyktad dzie-
sigtne rozwinigcie pierwiastka z 2. Ale tak naprawdg mysl antyczna mu-
siata podja¢ zagadnienie nieskonczonosci w zwiazku z aporiami Zenona.
Paradoksy te maja swdj oczywisty aspekt filozoficzny i fizyczny. Ale
posiadaja one réwniez swoj aspekt matematyczny. Wiasnie refleksja nad
aspektem matematycznym aporii Zenona kazata wyeliminowa¢ starozyt-
nym pojecie wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkich z matematyki.

To, dlaczego eliminowano wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkie z
matematyki, mozna pokazac na podstawie dyskusji aporii zotwia. Z aporii
tej wynika, ze Achilles, ktéry w mitologii greckiej uchodzit za szybko-
biegacza, nigdy nie dogoni z6twia, ktory jest uosobieniem powolnosci.
Niech bowiem Achilles znajdzie sie w odlegtosci a za z6twiem i niech
biegnie od niego k razy szybciej. W momencie, kiedy Achilles dojdzie do
punktu, z ktérego wychodzit z6tw, a zatem przejdzie odcinek a, z6tw,
ktory jest k razy wolniejszy przejd2|e odcinek a/k. Nastepnie kiedy Ach|I-
les przejdzie odcinek a/k, wowczas z0iw zdazy juz pokona¢ odcinek alk?,
itd. Zawsze pomiegdzy Achillesem a z6twiem pozostanie réznica W|kaza
od zera.

Niech jednak bedzie tak, jak w rzeczywistosci zjawiskowej: w pewnej
chwili t, Achilles dogania z6twia. Drogi przebyte przez Achillesa oraz
przez z6twia mozna zapisa¢ nastepujaco:

Sa=a+alk+alk®+
S, =alk + a/k? + alk® +

Latwo zauwazy¢ pewna paradoksalna wiasnosé obydwu zbioréw od-
cinkow. Z jednej strony Achilles powinien przebiec do momentu spotka-
nia z6twia doktadnie tyle samo odcinkéw co ten drugi, bowiem kazdemu
odcmkom dtugosci a/k" przebytemu przez Achillesa odpowiada odcinek
a/k™" drogi z6twia. Natomiast z drugiej strony istnieje funkcja wzajem-
nie jednoznaczna przyporzadkowujaca kazdemu odcinkowi przebytemu
przez z6twia réwny co do dtugosci odcinek drogi, ktéry musi przebiec
Achilles. Zawsze n-temu odcinkowi drogi zétwia odpowiada réwny co do
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diugosci n+1 odcinek drogi Achillesa. Pierwsza cze¢s¢ drogi Achillesa, ta
diugosci a, nie jest w tym przyporzadkowaniu wzigta pod uwage. Zatem
do momentu spotkania Achilles musi przeby¢ o jeden odcinek drogi wig-
cej niz z6tw. Jest to odcinek pierwszy, ten dtugosci a.

Jesli teraz oznaczy sig liczbe odcinkow pokonanych przez zo6twia litera
P 1 pamigta si¢ o tym, ze wedtug pierwszego sposobu obliczania liczba
odcinkdw przebytych przez Achillesa wynosita B, wedtug zas drugiego
1+, to otrzyma si¢ rOwnosc:

p=1+p.

Réwnos¢ ta stanowi pogwatcenie piatego aksjomatu opisujacego wia-
snosci wielkosci. Aksjomat ten stwierdza, ze ,,catosc jest wigksza od cze-
$ci”. Natomiast rownos¢ wynikajaca z analizy aporii Achilesa i zotwia
prowadzi do wniosku, ze w niektérych wypadkach catos¢ nie musi by¢
wieksza od czesci.

Starozytni mysliciele analizowali przyczyny tej paradoksalnej wiasno-
§ci zbioru odcinkow przebytych przez zétwia. Oczywista, ze liczba g jest
liczba nieskonczona. Stad wniosek, ze to wiasnie wielkosci nieskonczone
»Zachowuja” si¢ odmiennie od wielkosci skonczonych i inaczej niz wska-
zuja to aksjomaty opisujace wiasnosci wielkosci. Wniosek byt nastepuja-
cy: nalezy wielkosci nieskonczone eliminowa¢ z matematyki. Generuja
one bowiem paradoksy, takie jak te, ktore zawieraja w sobie aporie Zeno-
na.

Rzecz jasna, eliminacja wielkosci nieskonczonych z matematyki staro-
zytnej byta pewnym procesem. W zwiazku z trudnosciami ujawnionymi
przez paradoksy Zenona toczyly si¢ zaciekte dyskusje nie tylko matema-
tykow, ale i filozofow. Zagadnienie nieskonczonosci zaliczano bowiem
rowniez do tematyki filozoficznej. Ostatecznie to filozof Arystoteles
sformutowat stanowisko starozytnych wobec nieskonczonosci. Odrzucit
on istnienie nieskonczonosci aktualnej. Dopuscit natomiast istnienie nie-
skonczonosci potencjalnej. Mozna ja sobie wyobrazi¢, jako stale rosnaca
wielkos¢, ktora jednak w kazdej chwili pozostaje skonczona.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze zasadniczo odrzucenie wielkosci aktualnie
nieskonczenie wielkich zostato spowodowane przyczynami wewnatrzma-
tematycznymi. Akceptacja piatego aksjomatu Eudoksosa nie pozwalata
na dopuszczenie w matematyce wspomnianych wielkosci. Z drugiej jed-
nak strony rozstrzygnigciu tej kwestii towarzyszyty réwniez zazarte dys-
kusje filozoficzne.

Matematyka starozytna dysponowata jeszcze innym narzedziem, Ktore
pozwalato nie tylko zidentyfikowa¢, ale i wyeliminowa¢ niepozadane
wielkosci. Narzedzie to stworzone zostato rowniez przez Eudoksosa.
Chodzi o aksjomat, ktory zostat pdzniej nazwany imieniem Archimedesa.
Aksjomat ten orzeka, ze jesli dane sa dwie wielkosci a i b, to musza ist-
nie¢ liczby catkowite m oraz n, takie, ze ma > b i nb > a.
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W istocie aksjomat Archimedesa moze stuzy¢ do okreslania wielkosci
aktualnie nieskonczenie wielkich oraz aktualnie nieskonczenie matych.
Niech bedzie dana jakakolwiek liczba naturalna, na przyktad 1. Jesli dla
wielkosci g nie istnieje liczba naturalna n, taka, ze nl1 > g, to ¢ jest wiel-
koscia aktualnie nieskonczenie wielka. Natomiast jesli dla wielkosci # nie
istnieje liczba naturalna m, taka, ze mn > 1, to 7 jest wielkoscia aktualnie
nieskonczenie mata. Wielkosci, ktore nie spetniaja aksjomatu Archimede-
sa, nazywa si¢ wielkosciami niearchimedesowymi. Pozostate wielkosci to
wielkosci archimedesowe, skonczone. Matematyka starozytna zajmowata
si¢ tylko i wytacznie wielkosciami archimedesowymi.

Jak tatwo zauwazy¢, aksjomat Archimedesa eliminowat z matematyki
starozytnej wielkosci zaréwno aktualnie nieskonczenie wielkie, jak i ma-
te. Z nieskonczenie wielkimi matematyka starozytna zetkneta si¢ przede
wszystkim w aporiach Zenona. Ale rowniez wielkosci aktualnie nieskon-
czenie mate byty matematykom greckim znane. Zaliczaty si¢ do nich katy
rogoksztattne. Przyktad moze stanowi¢ chociazby kat zawarty pomigdzy
tukiem okregu oraz styczna w jednym z jego koncow. Kat taki, powiek-
szany o dowolna ilos¢ razy, nie bedzie wigkszy od kata pomigdzy styczna
do okregu a dowolna prosta przecinajaca styczna w punkcie stycznosci.
Starozytni matematycy dotkneli rowniez zagadnienia wielkosci nieskon-
czenie matych, wypracowujac zalazkowe metody analizy matematycznej.
Wtasnie w pracach Eudoksosa i Archimedesa opracowane zostaty pierw-
sze metody analityczne. | wiasnie ci uczeni, formutujac aksjomat Archi-
medesa, wyeliminowali wielkosci aktualnie nieskonczenie mate z mate-
matyki starozytnej. Wydaje sig, ze 0 wyeliminowaniu wielkosci aktualnie
nieskonczenie matych zadecydowat ,,Iek przed nieskonczonoscia”, ktory
zapanowat w srodowisku matematykow i filozoféw starozytnych w
zwiazku z ujawnieniem paradoksow nieskonczonosci w aporiach Zenona.

Generalnie mozna stwierdzi¢, ze ostatecznie w IV wieku p. n. e. u-
ksztattowat si¢ nowy, odmienny od pitagorejskiego, wzorzec uprawiania
matematyki. Zadecydowat o tym odmienny niz w czasach pitagorejskich
stosunek do niektorych typdw wielkosci. Przede wszystkim w tym okre-
sie, w ramach aksjomatyki Eudoksosa, opisano podstawowe wiasnosci
wielkosci. Obok wielkosci wymiernych zaakceptowano w matematyce
istnienie wielkosci niewymiernych. Aksjomat Archimedesa pozwolit na
wyodrebnienie wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkich oraz aktualnie
nieskonczenie matych. Obydwa te typy wielkosci, ze wzgledu na przy-
czyny, ktére ujawniono powyzej, eliminowano z matematyki. Okazuje sie
tez, ze akceptacja lub odrzucenie poszczegdlnych typdw wielkosci, miaty
swoje przyczyny zarowno w obrebie samej matematyki, jak réwniez
przyczyny pozamatematyczne, ktore posiadaty charakter logiczny albo
ontologiczny.

Nowy wzorzec matematyki, ktory uksztattowat si¢ w czwartym wieku
p. n. e., przetrwat az do siedemnastego wieku n. e. W tym okresie inten-
sywnie rozwijata si¢ matematyka arabska, znane tez sa osiagnigcia mate-
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matyki europejskiej, sredniowiecznej. Zasadniczo jednak rozwijano nadal
te tematy, ktére badano juz w matematyce greckiej, popitagorejskiej. Dla
prowadzonych badan istotne jest jednak to, ze w zakresie akceptacji lub
negacji poszczegolnych typow wielkosci, poczawszy od czwartego wieku
p. n. e., nic si¢ nie zmieniato. Nadal akceptowano, obok wielkosci wy-
miernych, wielkosci niewymierne, a takze odrzucano jakiekolwiek posta-
cie wielkosci aktualnie nieskonczonych. Wydaje sig, ze ten okres w dzie-
jach matematyki, ten typ jej uprawiania, mozna nazwa¢ matematyka eu-
doksosowa. To wiasnie Eudoksos przyczynit si¢ do opisu aksjomatyczne-
go wielkosci oraz do wyodrgbnienia niektorych typow wielkosci, a sfor-
mutowany przez niego aksjomat Archimedesa stuzyt do eliminacji wiel-
kosci aktualnie nieskonczenie wielkich i nieskonczenie matych. Matema-
tyka typu eudoksosowego panowata do poczatku siedemnastego wieku.

Dopiero wiek siedemnasty przyniost istotne zmiany zwigzane ze spo-
sobem uprawiania matematyki. Jak si¢ okazuje, ta istotna zmiana byta
nieodtacznie zwiazana ze zmiana postawy uprawiajacych matematyke
wobec jednego z typow wielkosci. Po raz kolejny zatem pojecie wielkosci
okazuje si¢ by¢ dobrym narzedziem w opisie temporalnosci matematyki.

W wieku siedemnastym, dzigki pracom kilkunastu uczonych powsta-
wat stosunkowo szybko rachunek rozniczkowy i catkowy. Rozwoj tego
rachunku byt migedzy innymi spowodowany potrzebami zastosowan ma-
tematyki w fizyce, przede wszystkim w mechanice. Ta ostatnia rozwijata
si¢ szczegoOlnie burzliwie, w zwiazku z postulatami Galileusza, ktory ze-
rwat z jakosciowa fizyka Arystotelesa i postulowal matematyzacjeg fizyki.
Rachunek rozniczkowy i catkowy do tego stopnia zwiazany byt z mecha-
nika, ze badania w ramach analizy byly czesto prowadzone przy pomocy
jezyka mechaniki.

Nalezy uswiadomi¢ sobie, ze matematycy w siedemnastym i osiemna-
stym wieku nie postugiwali si¢ jeszcze definicjami granic, ktore ujmowa-
ne bytyby przy pomocy liczb rzeczywistych. Nie zarytmetyzowano jesz-
cze wowczas takze teorii liczb rzeczywistych. Dlatego tez w okreslaniu
podstawowych poje¢ analitycznych w wieku siedemnastym i osiemna-
stym trzeba si¢ byto odwotywa¢ do pojecia wielkosci nieskonczenie ma-
tych. Z géry nalezy zaznaczy¢, ze w okresie tym panowato ogromne za-
mieszanie w okresleniu podstaw rachunku rézniczkowego. Jeden z tema-
tow sporéw dotyczyt w istocie tego, czy rachunek rézniczkowy i catkowy
oparty jest na wielkosciach potencjalnie, czy tez aktualnie nieskonczenie
matych. W pierwszym wypadku postugiwano by si¢ w matematyce jesz-
cze wielkosciami archimedesowymi, cho¢ nieustannie malejacymi. Na-
tomiast w drugim przypadku akceptowano by juz jako podstawe central-
nej dyscypliny matematycznej w siedemnastym i osiemnastym wieku
wielkosci niearchimedesowe. Zatem zaakceptowano by w tej matematyce
te wielkosci, ktdre byty usuwane z matematyki eudoksosowej.

Mozna w tym miejscu ujawni¢ niektdre szczegoty dyskusji, dotyczace
tych wielkosci, na ktérych opierata sie analiza w siedemnastym i osiem-



FUNKCJE POJECIA WIELKOSCI W BADANIACH TEMPORALNOSCI 63

nastym wieku. | tak 1. Newton, analizujac pojecie pierwszej pochodnej,
mowit o nim jako o stosunku, w ktérym ,.znikaja” niektore wielkosci.
Powstaje pytanie, czym byly dla angielskiego filozofa, fizyka i matema-
tyka owe ,,znikajace” wielkosci. I. Newton twierdzit, ze sa one wyobra-
zalne jako nieograniczenie malejace przez caty czas. Moze powstaé¢ po-
dejrzenie, ze chodzi w tym miejscu o nieskonczenie mata wielkos¢
zmienna, W rozumieniu wspoétczesnej matematyki. By¢ moze chodzito 1.
Newtonowi o podkreslenie, ze w okresleniu pojgcia pochodnej pojawiaja
si¢ wielkosci potencjalnie nieskonczenie mate, a wigC ze ma si¢ w tym
wypadku caty czas do czynienia z wielkosciami archimedesowymi.

Natomiast inni twércy analizy stali raczej na stanowisku, ze analiza
ufundowana jest na wielkosciach niearchimedesowych, wielkosciach ak-
tualnie nieskonczenie matych. Gtdwnym propagatorem takiego stanowi-
ska byt G. de I’Hospital. Francuski autor uzywat takich sformutowan, z
ktérych wynikato, iz jest on przekonany o realnosci wielkosci aktualnie
nieskonczenie matych, ktérymi — jego zdaniem — postugiwano si¢ w ra-
chunku rézniczkowym i catkowym *°.

Ostatecznie zwycigzyto w siedemnastym i osiemnastym wieku prze-
konanie prezentowane przez G. de I’Hospitala. Wigkszos¢ matematykow
tego okresu prezentowata opinig, ze u podstaw rachunku catkowego i roz-
niczkowego leza wielkosci niearchimedesowe, aktualnie nieskonczenie
mate. Te opinie pozwalaja zasadnie wyodrebni¢ matematyke siedemna-
stego i osiemnastego wieku jako odrebny okres w dziejach matematyki.
Matematyka wspomnianego okresu jest inna matematyka niz ta, ktorej
podstawy tworzyt Eudoksos. Zas, co istotne dla prowadzonych w niniej-
szym opracowaniu badan, kryterium, pozwalajacym wyr6zni¢ nowy okres
w dziejach matematyki, jest wiasnie akceptacja na gruncie éwczesnych
prac wielkosci archimedesowych, aktualnie nieskonczenie matych. Tych,
ktore w okresie poprzednim byty odrzucane na podstawie aksjomatu Ar-
chimedesa.

Warto jeszcze w tym miejscu uwypukli¢ przyczyny zmian, ktére za-
szty w matematyce siedemnastego wieku. Akceptacja wielkosci niear-
chimedesowych miata niewatpliwie swoje podstawy wewnatrzmatema-
tyczne. W tym wiasnie okresie podjeto watki analityczne prac starozyt-
nych, przede wszystkim Eudoksosa i Archimedesa. Ze wzgledéw przed-
miotowych — braku $cisle arytmetycznych podstaw teorii liczb rzeczywi-
stych — konieczne byto postuzenie sig, przynajmniej w opinii wigkszosci
owczesnych badaczy, wielkosciami niearchimedesowymi w rozwijajacej

10 Zwyczajna analiza zajmuje sig tylko wielkosciami skoficzonymi; ta niniejsza sicga tak da-
leko jak sama nieskonczono$¢. Pordwnuje ona nieskonczenie mate réznice wielkosci skonczo-
nych, odkrywa relacje pomiedzy tymi réznicami. W ten sposéb ujawnia stosunki pomiedzy wiel-
kosciami skonczonymi, ktore sa jak gdyby nieskonczone w poréwnaniu z nieskonczenie matymi
wielkosciami. Mozna by nawet powiedzie¢, ze ta analiza wychodzi poza nieskonczonos¢: bowiem
nie ogranicza si¢ ona do nieskonczenie matych roznic, lecz odkrywa relacje migdzy réznicami
tych roznic”. G. de I’'Hospital, Analyse des infiniment petits pour I’intelligence des lignes cour-
bes. Przedmowa, Paris 1696.
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sie analizie. Ale sama analiza, rachunek rézniczkowy i catkowy powstaty,
jak to juz wspomniano, nie tylko ze wzgledéw wewnatrzmatematycz-
nych. Nowe, ilosciowe, a nie jakosciowe podejscie do zagadnien przyro-
doznawstwa miato réwniez ogromny wptyw na rozwoj tej gatezi matema-
tyki, w ktorej — przynajmniej zdaniem oéwczesnych naukowcow, pojawity
si¢ wielkosci niearchimedesowe. Matematyke tego okresu mozna by na-
zwa¢ matematyka leibnizjanska i newtonowska. Ci bowiem uczeni naj-
bardziej przyczynili si¢ do rozwoju analizy. Ze wzgledu jednak na stosu-
nek odnosnie do wielkosci niearchimedesowych najbardziej reprezenta-
tywny wydaje sie by¢ G. de I’Hospital. Dlatego mozna roboczo 6w okres
matematyki nazwa¢ matematyka de I’Hospitala.

Kolejny etap w rozwoju matematyki mozna réwniez wyodrebnic,
przyjmujac jako kryterium zmiane w zakresie akceptacji niektorych ty-
pow wielkosci. To okres matematyki dziewigtnastego wieku. Charaktery-
zowat sig¢ on, w przeciwienstwie do poprzedniego, odrzuceniem wielkosci
aktualnie nieskonczenie matych i akceptacja na gruncie matematyki wiel-
kosci aktualnie nieskonczenie wielkich.

To wiasnie w XIX wieku, gtéwnie dzigki pracom B. Bolzano, A. Cau-
chy’ego oraz K. Weierstrassa, udato si¢ przede wszystkim oprze¢ analize
matematyczna na pojeciu granicy i na pojeciu zbieznosci. Co istotne dla
prowadzonych tutaj dociekan, udato si¢ zdefiniowa¢ te podstawowe poje-
cia analizy w kategoriach liczb rzeczywistych. Byt to pierwszy z dwu
etapdw procesu arytmetyzacji analizy w X1X wieku.

Drugi etap polegat przede wszystkim na zbudowaniu scistej teorii liczb
rzeczywistych w dziedzinie liczb wymiernych. Prace te wykonali rowno-
legle K. Weierstrass, G. Cantor i R. Dedekind. Dwaj pierwsi postuzyli si¢
zblizona do siebie metoda nieskonczonych ciagéw zbieznych liczb wy-
miernych, przy pomocy ktérych definiowali liczby rzeczywiste, w tym
niewymierne. Natomiast R. Dedekind do zdefiniowania liczb rzeczywi-
stych uzyt tzw. przekrojow liczb wymiernych, ktére nazwane zostaty jego
imieniem. Metoda ta przypominata sposob okreslenia niewymiernosci
Eudoksosa, nie odwotywata si¢ jednak do niewymiernych wielkosci geo-
metrycznych.

Wczesniej udato si¢ w szkole K. Weierstrassa zdefiniowa¢ liczby cat-
kowite przy pomocy liczb naturalnych i liczby wymierne przy pomocy
liczb catkowitych. Zatem w wyniku catego procesu arytmetyzacji mozna
byto w dziewigtnastym wieku sprowadzi¢ cata analize, poprzez pojecia
granicy i zbieznosci do arytmetyki liczb rzeczywistych, te zas do arytme-
tyki liczb naturalnych. Tym samym mozna byto zasadnie twierdzi¢, ze
analiza matematyczna oparta jest na arytmetyce liczb rzeczywistych, a
posrednio — na arytmetyce liczb naturalnych.

Istotne dla prowadzonych tutaj badan jest to, ze tym samym wyelimi-
nowano w dziewigtnastym wieku z podstaw analizy matematycznej poje-
cie wielkosci niearchimedesowych, aktualnie nieskonczenie matych. Po-
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jecie to okazato si¢ by¢ zbedne dla ufundowania tak istotnego dziatu ma-
tematyki, jakim jest analiza.

Co wigcej, niektorzy uczeni, przede wszystkim G. Cantor, zaczeli
twierdzi¢, ze wielkosci aktualnie nieskonczenie mate sa nie tylko niepo-
trzebne dla podstaw matematyki, ale ze po prostu takie wielkosci nie ist-
nieja. G. Cantor usitowat nawet konstruowa¢ dowody nieistnienia wielko-
§ci aktualnie nieskonczenie matych.

W kazdym razie matematyka dziewigtnastego wieku pozbyta si¢ wiel-
kosci aktualnie nieskonczenie matych, wyrugowano je ponownie z mate-
matyki. W niektorych zas przypadkach twierdzono, ze wielkosci takie nie
istnieja.

Obok tego wydarzenia w dziejach matematyki tego okresu dokonata
si¢ jeszcze jedna zmiana orientacji w zakresie akceptacji pewnego typu
wielkosci. Inaczej niz w wypadku wielkosci aktualnie nieskonczenie ma-
tych, w matematyce dziewigtnastego wieku zaakceptowano istnienie in-
nych wielkosci niearchimedesowych, mianowicie wielkosci aktualnie
nieskonczenie wielkich. Owa akceptacja wiaze si¢ z powstaniem teorii
MNOogosci.

Geneza teorii zbioréw nieskonczonych, czyli teorii mnogosci, zwiaza-
na byla z rozwiazaniem przez G. Cantora pewnego szczegétowego pro-
blemu z zakresu analizy. Niemiecki matematyk zajat si¢ pytaniem, kiedy
dana funkcja jest rozwijalna w sposob jednoznaczny w szereg trygonome-
tryczny. Udowodniono, ze jest tak w wypadku, kiedy funkcja taka jest
ciagta w catej dziedzinie. G. Cantor badat, czy takie jednoznaczne rozwi-
nigcie jest mozliwe, gdy w dziedzinie funkcji istnieja ,,punkty wyjatko-
we”, czyli takie, w ktdrych funkcja nie jest ciagta. Uogolniat wyjsciowe
twierdzenie na sytuacje, kiedy takich punktéw jest skonczona, a potem
nieskonczona ilos¢. Postawit pytanie, czy takich punktéw wyjatkowych
jest wiecej niz liczb naturalnych. Z zagadnienia $cisle analitycznego wy-
odrebnit sie¢ problem poréwnywania mocy zbiorow, ktére byly nieskon-
czone. G. Cantor przyjat istnienie zbiorow aktualnie nieskonczonych i
stwierdzit, ze istnieja zbiory nieskonczone o r6znej mocy. Podat definicje
zbioru nieskonczonego jako takiego, w ktérym podzbiér wiasciwy jest
rownoliczny ze zbiorem. Tym samym podwazyt aksjomat Eudoksosa,
stwierdzajacy, ze ,,catos¢ jest wigksza od czesci”. Niemiecki matematyk
upierat sig, ze zbiory o takich wiasnosciach nalezy wprowadzi¢ do mate-
matyki. Udato mu si¢ przy pomocy pojecia zbioru zbioréw zdefiniowac
liczby naturalne oraz pozaskonczone: kardynalne i porzadkowe. Tym
samym wielkosci niearchimedesowe, aktualnie nieskonczenie wielkie,
znalazty si¢ w matematyce. Sama za$ teoria mnogosci stata si¢ nieod-
dzielna czescia matematyki, bowiem — jak twierdzit G. Cantor — arytme-
tyka liczb naturalnych, a wigc i w konsekwencji cata matematyka dzie-
wietnastego wieku, byta redukowalna do teorii mnogosci.

Z przedstawionego przegladu wynika, ze zaakceptowanie zbiorow ak-
tualnie nieskonczonych, i w konsekwencji wielkosci aktualnie nieskon-
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czenie wielkich, w matematyce konca dziewigtnastego wieku nastapito z
powodow wewnatrzmatematycznych. Do tego doprowadzity badania
szczegbtowego problemu z zakresu analizy. Oczywiscie taka akceptacja
nie byta bezproblemowa. Towarzyszyla jej zacigta dyskusja filozoficzna
na temat nieskonczonosci aktualnej, prowadzona przede wszystkim przez
G. Cantora i jego przeciwnika, L. Kroneckera. Jednak to przede wszyst-
kim wzgledy wewnatrzmatematyczne, przedmiotowe, zadecydowaty o
akceptacji w owym okresie wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkich.

Tym samym, ze wzgledu na nowe podejscie do zagadnienia wielkosci,
powstat w dziewigtnastym wieku nowy typ uprawiania matematyki. Od-
rzucono, jako zbedne, wielkosci aktualnie nieskonczenie mate i zaakcep-
towano wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkie. Matematyke wspom-
nianego okresu mozna by zasadnie okresli¢c matematyka Cauchy’ego-
Weierstrassa-Cantora.

Nalezy jeszcze wspomnie¢, ze na przetlomie dziewigtnastego i dwu-
dziestego wieku nastapit w matematyce, a w zasadzie w podstawach ma-
tematyki, krotkotrwaty kryzys. Wiazat on si¢ z odkryciem antynomii w
przedaksjomatycznej teorii mnogosci. Kryzys ten jednak zostat bardzo
szybko opanowany. Przyczynit si¢ do tego E. Zermelo, aksjomatyzujac
teorig¢ mnogosci, oraz B. Russell i A. N. Whitehead, ktérzy zbudowali
teori¢ typow, traktowana wspotczesnie jako teorie¢ obejmujaca (przynaj-
mniej) fragment teorii mnogosci.

Okazuje sie, ze rowniez dla opisania tego krotkotrwatego kryzysu
przydatne moze by¢ to narzedzie, jakiego dostarcza pojecie wielkosci.
Istnieje powszechna zgoda co do tego, ze powodem antynomii generowa-
nych przez przedaksjomatyczna teori¢ mnogosci byto dopuszczenie w
niej zbioréw — a wigc i zwiazanych z nimi mocy, liczb kardynalnych,
czyli wielkosci — zbyt duzych. Eliminacja antynomii polegata w istocie na
ograniczeniu mocy, czyli wielkosci zbioréw. Zbiory zbyt duze, czyli i w
konsekwencji wielkosci zbyt duze, zostaty z teorii mnogosci i z ufundo-
wanej na niej matematyki wyeliminowane.

Dotychczasowy przeglad zmiennosci matematyki w czasie sugeruje, ze
w poszczegblnych okresach opowiadano sie za jednym, okreslonym ty-
pem matematyki. Zasadniczo po okresach kryzysowych i okresach dysku-
sji zgadzano si¢ na to, jakie wielkosci moga by¢ w matematyce akcepto-
wane, a jakie nie. Natomiast koniec wieku dziewigtnastego i poczatek
wieku dwudziestego przyniost zmiane tej sytuacji. Rdznice pogladéw na
temat podstaw matematyki doprowadzity w tym czasie do powstania od-
miennych w istocie matematyk. Jedna to matematyka klasyczna, stosuja-
ca logike klasyczna, akceptujaca teorie mnogosci tradycji cantorowskiej i
zermelowskiej. Natomiast druga matematyka, intuicjonistyczna, nie ak-
ceptuje logiki klasycznej, odrzuca migdzy innymi zasade wytaczonego
srodka, nie akceptuje tez tradycyjnej teorii mnogosci. Wydaje sig, ze te
dwa typy matematyki wyroznia si¢ wiasnie ze wzgledu na takie kryteria,
jak stosowana logika i teoria mnogosci.
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Jesli jednak przyjrze¢ sig dyskusji G. Cantora z L. Kroneckerem, w
czasie ktorej ten drugi ujawnit poglady praintuicjonistyczne, to okazuje
si¢, ze mozna obydwa wspomniane typy matematyki wyodrgbni¢ rowniez
przy pomocy tego kryterium, jakie stanowi stosowane w tej pracy pojgcie
wielkosci.

Przede wszystkim praintuicjonizm, i potem intuicjonizm, nie zgadza
si¢ na dopuszczenie do matematyki wielkosci aktualnie nieskonczenie
wielkich. Czasami jedynie czyni si¢ wyjatek dla liczby kardynalnej alef.
L. Kronecker miat tez zdecydowane opory co do wielkosci skonczonych
niewymiernych. Wiazato si¢ to rowniez z odrzucaniem przez niego zbio-
row aktualnie nieskonczenie wielkich. L. Kronecker zauwazyt, ze K. We-
lerstrass i G. Cantor w swoich definicjach liczb rzeczywistych postugiwa-
li sig nieskonczonymi ciagami podstawowymi liczb wymiernych. Jakas
forma nieskonczonosci okazata si¢ by¢ niezbedna dla okreslenia liczb
rzeczywistych. Skoro negowato si¢ nieskonczone zbiory, nalezato tez
konsekwentnie zanegowac istnienie liczb niewymiernych, co tez L. Kro-
necker czgsto czynit.

Okazuje sie wigc, ze matematyke intuicjonistyczna daje si¢ okresli¢
nie tylko ze wzgledu na stosowana przez nia logike czy teori¢ mnogosci.
Mozna ja rowniez wyodrebni¢ ze wzgledu na akceptowane w niej wielko-
sci. Rygorystyczny intuicjonizm nie dopuszcza wielkosci aktualnie nie-
skonczenie wielkich ani tez wielkosci niewymiernych.

Stosunek do réznego typu wielkosci pozwala tez wyr6zni¢ ostatni etap
rozwoju matematyki, ktory mozna by okresli¢ matematyka hilbertowska.
Zazwyczaj, gdy mowi si¢ o programie D. Hilberta, podkresla si¢ zawarty
w tym programie postulat stworzenia metamatematyki. Aby jednak zbu-
dowanie metamatematyki byto mozliwe, konieczne byto wpierw zaksjo-
matyzowanie teorii matematycznych i ,,przetozenie” ich na jezyk formal-
ny. Te punkty zawierat rdwniez program D. Hilberta. Program formali-
zmu dopuszczat zajmowanie si¢ jakimikolwiek przedmiotami, byle ich
podstawowe wtasnosci byty podane przy pomocy niesprzecznej aksjoma-
tyki. W istocie zatem program ten implicite dopuszczat postugiwanie sig
w matematyce jakimikolwiek wielkosciami. Matematyka hilbertowska
dopuszcza, podobnie jak matematyka Cauchy’ego-Weierstrassa-Cantora,
wielkosci skonczone, niewymierne i aktualnie nieskonczenie wielkie. Ale
zaakceptowane w niej zostaty — ze wzgleddw przedstawionych powyzej —
wielkosci aktualnie nieskonczenie mate. Stato si¢ tak wtedy, gdy A. Ro-
binson zbudowat — oczywiscie przy pomocy stosownej aksjomatyki —
analize niestandardowa. Analiza ta postuguje si¢ wielkosciami aktualnie
nieskonczenie matymi.

Wydaje sig, ze akceptacja w tym typie matematyki wszelkich wielko-
sci dokonana zostata ze wzgledéw metamatematycznych. Dopuszcza sig
w niej po prostu wszelkie pojecia, ktorych podstawowe wiasnosci daje sie
opisa¢ przy pomocy stosownych aksjomatdw.
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Wypada w tym miejscu podsumowac przeprowadzone badania. W celu
zbudowania wiasciwego dla matematyki modelu temporalnosci odwotano
si¢ do wprowadzonego w starozytnosci matematycznego pojecia wielko-
sci. Pokazano, ze juz w czasach starozytnych pojecie wielkosci opisywa-
no przy pomocy stosownej aksjomatyki i wyrozniono rézne typy wielko-
§ci. Zauwazono tez, ze — przynajmniej do dziewigtnastego wieku — mate-
matyke pojmowano jako nauke o wielkosciach. Przy pewnych zas dodat-
kowych zatozeniach mozna by i wspo6tczesna matematyke traktowac jako
nauke o wielkosciach.

Nastgpnie zdefiniowano pojecie nieciagtosci w rozwoju matematyki.
Przyjeto, ze zmienia si¢ ona w sposob nieciagty woweczas, gdy zmienia
sie zakres akceptowanych w niej typdéw wielkosci. Dalszy ciag badan
miat na celu wykazanie, ze wprowadzone pojecie nieciagtosci rozwoju
matematyki pokrywa si¢ z wieloma wydarzeniami w dziejach tej nauki,
ktore tradycyjnie uwaza si¢ za momenty kryzysowe. Mozna tu wyliczy¢:
odkrycie niewymiernosci, powstanie rachunku catkowego i rézniczkowe-
go oraz powstanie teorii mnogosci wraz z odkryciem antynomii. W zasa-
dzie tylko kryzysu zwiazanego z powstaniem geometrii nieeuklidesowych
nie daje si¢ opisac przy pomocy zaproponowanego modelu.

Okresy pomigdzy nieciagtosciami w rozwoju matematyki mozna by
nazwac ,,epokami” w rozwoju matematyki. Wyrdzniono przy pomocy
zastosowanego kryterium nastepujace epoki: pitagorejczykow, Eudokso-
sa, de I’Hospitala, Cauchy’ego-Weierstrassa-Cantora oraz Hilberta. O-
czywiscie narzuca si¢ w tym miejscu nazewnictwo proponowane przez T.
Kuhna, a wiec to, by poszczegdlne epoki nazwa¢ paradygmatami mate-
matyki. To jednak sugerowatoby w sposéb bezzasadny, ze pomiedzy po-
szczeg6lnymi epokami zachodzity rewolucje w sensie Kuhnowskim. Ta-
kiego uzasadnienia niniejsze opracowanie nie zawiera.

Mozna oczywiscie dyskutowac nad stusznoscia otrzymanej w ten spo-
sob periodyzacji matematyki. | tak na przyktad czasami twierdzi sie, ze
wyodrebniony tutaj jako osobna epoka, okres matematyki de I’Hospitala
byt tylko czasem permanentnego kryzysu, ktory prowadzit do wiasciwego
»ustabilizowanego” okresu matematyki Cauchy’ego-Weierstrassa. Wow-
czas jednak caty rozwoj matematyki — od odkrycia niewymiernosci do
zdefiniowania liczb rzeczywistych przez niemieckich matematykow w
dziewigtnastym wieku — mozna by uwazaé¢ za okres permanentnego kry-
zysu, wewnatrz ktérego nie dokonywatoby sie zadnej periodyzacji.

Okreslenie nieciagtosci w rozwoju matematyki jako zmiany w zakresie
akceptacji poszczegolnych wielkosci pozwala tez odpowiedzie¢ na pyta-
nie, dlaczego matematyka si¢ zmienia. Przyczynami zmian sa — przy
przyjeciu takiego modelu — przyczyny zmian w zakresie akceptacji po-
szczeg6lnych typow wielkosci. W niniejszym artykule pokazano, ze
zmiany te sa wynikiem splotu heterogennych czynnikéw. Najczesciej
dokonuja si¢ one ze wzgleddw wewnatrzmatematycznych. Ale bywaja tez
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powody natury logicznej, ontologicznej, metamatematycznej, a takze ta-
kie, ktore wynikaja z potrzeb matematyki stosowanej.

Prezentowany model nie pozwala stwierdzi¢, ze matematyka rozwijata
sie zawsze w sposob kumulatywny, odkrywajac i dotaczajac do zakresu
swoich badan nowe typy wielkosci. W starozytnosci znano juz bowiem
wszystkie podstawowe typy wielkosci, ale ze wzgledu na ,,Igk przed nie-
skonczonoscia” celowo ograniczono badania matematyki do wielkosci
archimedesowych. Rezygnowano réwniez w niektérych okresach z pew-
nych wielkosci, ktére wczesniej wydawaty sie by¢ ,,dobrze zadomowione
w matematyce”. Tak byto z wielkosciami nieskonczenie matymi, ktére
wyeliminowano z podstaw analizy w dziewigtnastym wieku.

FUNKTIONEN DES GROSSHEITSBEGRIFFS
IN DEN FORSCHUNGEN DER TEMPORALITAT
DER MATHEMATIK

Zusammenfassung

Zwecks der Errichtung eines fur die Mathematik entsprechenden Modells der
Temporalitat, hat man sich auf den im Altertum eingefiihrten mathematischen
Begriff der GroRe berufen. Es wurde gezeigt, dafl schon im Altertum der Begriff
der GroRe mit Hilfe der entsprechenden Axiomatik beschrieben wurde und es
wurden verschiedene GréRentype unterschieden. Man bemerkte auch, dafl min-
destens bis zum neunzenten Jahrhundert die Mathematik als eine GroRenlehre
verstanden wurde. Doch bei bestimmten zusétzlichen Voraussetzungen konnte
man auch die gegenwaértige Mathematik als eine Gré3enlehre ansehen.

Es wurde auch der Begriff der Unstetigkeit in der Entwicklung der Mathe-
matik definiert. Dann wurde angenommen, daf sie sich unstetig in diesen Fallen
andert, wenn der Bereich der in ihr akzeptierten GroRentypen geéndert wird. Der
weitere Teil der Forschungen sollte erweisen, dal3 der eingefiihrte Begriff der
Unstetigkeit der Entwicklung der Mathematik mit vielen Ereignissen in der Ge-
schichte dieser Wissenschaft zusammenfallt, welche traditionell als Krisenmo-
mente angesehen werden. Es konnen hier aufgezéhlt werden: die Erforschung
der Irrationalitét, die Entstehung der Integral- und Differentialrechnung, sowie
die Entstehung der Mengenlehre zugleich mit der Entdeckung der Antinomien.
Eigentlich kann nur die Krise, welche mit der Entstehung der nichteuklidischen
Geometrie verbunden ist, mit Hilfe des vorgeschlagenen Modells, nicht be-
schrieben werden.

Die Zeitabschnitte zwischen den Unstetigkeiten in der Entwicklung der Ma-
thematik, kénnte man als ,,Epochen” in der Entwicklung dieser Wissenschaft
benennen. Es wurden mit Hilfe des angewandten Kriteriums folgende Epochen
hervorgehoben: der Pythagoreer, von Eudoxos, de I’Hospital, Cauchy-Weier-
strass-Cantor und Hilbert. Selbstverstandlich dréngt sich an dieser Stelle die
Bezeichnung des Begriffes aus, welche T. Kuhn vorgeschlagen hat und die ein-
zelnen Epochen als ,,Paradigmen” der Mathematik zu benennen. Das wiirde aber
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unbegriindet suggerieren, dal} zwischen den einzelnen Epochen Revolutionen im
Sinne non Kuhn waren. Solche Begriindung enthalt diese Arbeit nicht.

Man kann auch (ber die Billigkeit, der auf diese Weise erhaltenen Periodis-
ierung der Mathematik diskutieren. Und so wird zum Beispiel manchmal be-
hauptet, dal® der hier als abgesonderte Epoche ausgegliederte Zeitabschnitt der
Mathematik von de I’Hospital, nur die Zeit einer permanenten Krise war, welche
zum gehdrigen, ,stabilisierten” Zeitabschnitt der Mathematik von Cauchy-
Weierstrass gefiihrt hat. In dem Fall kénnte man die ganze Entwicklung der Ma-
thematik seit der Entdeckung der Irrationalitét bis zur Definition von deutschen
Mathematikern der Realzahlen im neunzehnten Jahrhundert als einen Zeitab-
schnitt einer permanenten Krise ansehen, in welchem keine Periodisirung durch-
gefuhrt wurde.

Die Bestimmung der Unstetigkeit in der Entwicklung der Mathematik als
Anderungen im Bereich der Akzeptation einzelner GréRen erlaubt auch die Fra-
ge zu beantworten, warum die Mathematik sich andert. Als Griinde der Ande-
rungen bei Annahme dieses Modells sind die Ursachen der Anderungen im Be-
reich der Akzeptation einzelner Grofien. In dieser Bearbeitung wurde gezeigt,
daR diese Anderungen ein Ergebnis eines Geflechts heterogener Faktoren ist.
Am oftesten finden diese Anderungen wegen innermathematischen Griinden
statt. Aber es sind auch Grinde logischer, ontologischer, metamathematischer
Natur, und auch solche, welche aus der Bedirfnissen der angewandten Mathe-
matik folgen.



