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KS. JERZY DADACZYNSKI

KONCEPCJA NIESKONCZONOSCI W MATEMATYCE
I FILOZOFII ANTYCZNEJ

Twérca jednego z najwigkszych systemoéw filozoficznych starozytnosci —
Arystoteles — po$wiecit sporo uwagi filozofii matematyki. W zakresie ontologii
matematyki zajat stanowisko realizmu umiarkowanego. a zdaniem niektorych
wspolezesnych interpretatoréw — nawet stanowisko konceptualizmu. Byla to
wigc koncepcja odmienna od tej. jaka zaprezentowal jego nauczyciel — Platon.
ktéry byt skrajnym realista. Jesli chodzi o kwesti¢ zrédel poznania matematycz-
nego, to w przeciwienstwie do Platona, opowiadajacego si¢ za aprioryzmem, byl
Arystoteles zwolennikiem empiryzmu genetycznego. Potozyt on bardzo wazne
zastugi dla pojmowania matematyki jako systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.
Nie traktowal matematyki jako zbioru nie powigzanych twierdzen, ale wlasnie
jako zbior twierdzen powiazanych, dedukowalnych z niewielkiej liczby twier-
dzen wyjsciowych.

Na koncepcji Arystotelesa wzorowal sie tworca pierwszego zachowanego
systemu geometrycznego — Euklides, zyjacy wiek po Arystotelesie, ktory przed-
stawil swg geometrie wlasnie jako system aksjomatyczno-dedukcyjny. Stagiryta
swoj pomyst budowy systeméw aksjomatyczno-dedukeyjnych zrealizowal. bu-
dujac sylogistyke zdan asertorycznych oraz sylogistyke zdan modalnych. Bedac
twdrca pierwszych teorii logicznych, nie powiazat ich jednak z matematyka, jak
chociazby G. W. Leibniz, ktéry stanal na stanowisku logicyzmu. Kierunek ten
prezentowat poglad, iz matematyka jest wyprowadzalna z logiki, to znaczy ter-
miny pierwotne matematyki mozna zdefiniowa¢ za pomoca terminéw logicz-
nych, zas aksjomaty matematyki mozna wyprowadzi¢ z twierdzen logiki.

U Arystotelesa. niektorzy interpretatorzy, uwazajacy jego ontologie matema-
tyki za zblizong do konceptualizmu, doszukujg si¢ rowniez hipotetyzmu w kwe-
stii wartosci wynikow uzyskiwanych w matematyce. Jest to poglad przeciwny
apodyktyzmowi. utrzymujacy. iz wyniki matematyki sa tylko warunkowo praw-
dziwe, jako konieczne nastgpstwa wydedukowane z pierwszych przestanek, kto-
re sa tvlko hipotezami (wzajemnie niesprzecznymi). Takie stanowisko bytoby
metateoretyczng antycypacja wielosci nierownowaznych aksjomatyk tych sa-
mych dyscyplin matematyki. To stanowisko pozwalajace na przyktad zaakcep-
towaé. obok geometrii Euklidesowej. réwniez geometrie nie-Euklidesowe'.

Juz ten pobiezny przeglad wskazuje. jak wszechstronny i nowatorski byl
wkiad Stagiryty w zakresie filozofii matematyki. Znany jest on jednak réwniez

' Nic jest wykluczone, ze w starozytnosci, juz za czaséw Arystotelesa, byly znane elementy
geometrii, ktdre poZniej nazwano nie-Euklidesowymi. [ Toth, opicrajac si¢ wiasnie na analizie
niektorych tekstow Arystotelesa, doszedt do wniosku, iz najp6znici w IV wieku p.n.e. zajmowano
si¢ systemami geometrycznymi, w kiérych suma katdow trdjkata nie byta rowna dwém katom pro-
stym, lecz wigksza lub miniejsza od tej wielkosei [por. . Tath, Das Parallenproblem im Corpus
Aristotelicum, Archive for History of Exact Sciences™ 1967, v. 3, s. 249-422].
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stad. ze podjal, palace w matematyce antycznej. szczeg6lowe zagadnienie z za-
kresu ontologii matematyki, mianowicie zagadnienie nieskonczonosci. Z mate-
matycznymi problemami dotyczqcyml nieskoificzonosci Arystoteles zostal zapo-
znany przez jednego z najwybitniejszych matematykéw starozytnosci, Eudokso-
sa”.

Stagiryta jako pierwszy wprowadzil rozréznienie na nieskoficzono$¢ aktualng
i potencjalng oraz zajal negatywne stanowisko w sporze o istnienie aktualnej
nieskorniczonosci. Rozréznienie dokonane przez Arystotelesa zostalo zaakcepto-
wane przez tradycj¢ zardwno matematyczna, jak i filozoficzna. Bylo ono istotne
przez cale dzieje obydwu tych nauk. Szczegdlnie ozywiona dyskusja na temat
istnienia nieskonczonosci aktualnej i potencjalnej byfa toczona pod koniec XIX
i na poczatku XX wieku, w zwigzku ze stworzentem przez G. Cantora teorii
mnogosci. ktora w istocie byla teorig zbioréw (aktualnie) nieskonczonych oraz
w zwigzku z odkryciem antynomii teoriomnogo$ciowych. Jednakze naszkico-
wanie stanowiska Arystotelesa w zakresie zagadnienia nieskonczono$ci wymaga
wczesniejszego opisu sytuacji, ktora w zwigzku z problematyka nieskonczono-
sci zaczela si¢ tworzy¢ w matematyce antycznej poczawszy od V wieku p.n.e.

Uwyraznienie sytuacji problemoweJ ktora powstala w matematyce V wieku
p-n.e.. wymaga jednak z kolei uzycia pewnego instrumentarium, szczegdlnie
odnosnie do pojecia nieskonczonosci. Instrumentarium takie bylo tworzone za-
réwno przez Arystotelesa, jak i przez matematvkéw XIX wieku. giéwnie B.
Bolzano, K. Weierstrassa, G. Cantora oraz R. Dedekinda. Dlatego omawiajac
problemv matematyki antycznej z V wieku p.n.e., trzeba uzy¢ — miedzy innymi
— rozrdznienia Alystotelesa na nieskonczonosé aktualng i potencjalna. Z kolei
owaocne odwolanie si¢ do narzedzi teoriomnogosciowych, stworzonveh w XI1X
wieku, pozwoli zaakcentowac, na marginesie rozwazan dotvczacvch matematyki
i filozofii antycznej. aktualnos¢ antycznej problematyki nieskonczonosei.

Oczywiscie matematycy antyczni zdawali sobie sprawe, ze ich twierdzenia,
na przyktad geometryczne, sa powszechne, 1o znaczy dotyczg nie tylko skon-
czonej liczby obiektow, chociazby tréjkatow, ale ich nieskoiiczonego zbioru.

% Eudoksos z Knidos (406-354) zyl wspélczesnic z Arystotelesem. Matematyki uczyl si¢ w
srodowisku postpitagorejskim w Wielkicj Grecji. Jego nauczycielem byl Archytas. Przebywal w
akademii Platona. Jako pierwszy matematyk antyczny opracowal dwa bardzo wazne zagadnienia.
Stworzyl on teori¢ stosunkdw wielkosei. ‘Teoria ta, odpowiednio zinterpretowana, pozwolilaby juz
w starozytnosci na $cisle wprowadzenie liczb rzeczywistych, w tym oczywiscic liczb niewymier-
nych. Eudoksos w swej teorii antycypowal wicle pomyslow, kiore wykorzystal w XIX wieku
R.Dedekind. wprowadzajac liczby rzeczywiste przez tzw. przekroje w zbiorze liczb wymiernych.
Poza tym Eudoksos stworzyl antyczne podstawy w zakresie teorii granic oraz rachunku calkowe-
20. Oczywiscic nie wprowadzil on explicite pojgcia granicy ciagu ani catki oznaczonej. Tym nie-
mniej antycypowal metody teorii granic oraz rachunku calkowego w tzw. metodzie wyczerpywa-
nia. Przy jej pomocy byl w stanie obliczy¢ miary wiclu figur plaskich i su.ru)melrwznych W lej
dziedzinic, poza pracami Archimedesa. nic wniesiono w matematyce nic nowego az do XVII wie-
ku, kiedy powstal rachunek rézniczkowy i calkowy. Eudoksos byl obok Euklidesa i Archimedesa
postacig pierwszoplanowa w malematyce anlyczngj.

Imie Eudoksosa warto wspomnie¢ przy tej okazji z jeszcze jednego powodu. Podjal on mysl
Platona zbudowania modelu, w ktérym pozorne ruchy slofca. ksigzyca i planet bylyby kombinacjq
jednostajnych ruchéw kolowych. Opis pomyslowego modelu skonstruowanego przez Eudoksosa
zamieszczajg Arystoteles oraz Simplikos. Taki model mozna byto poruszaé. Trzeba to bylo jednak
uczyni¢ przy pomocy jakiejs ,.sily 7z zewnatrz”. Stad powstal pomyst .nieruchomego motoru™,
.nicruchomego poruszyciela™. Pojecie to przejal od Eudoksosa Arystoleles, a od tego drugiego $w.
Tomasz z Akwinu, wykorzystujac je w ,pigciu drogach”™. Warto. by zajmujacy si¢ teodyceg oraz
teologia wiedzieli, od kogo wywodzi si¢ tak wazne pojecie . .nicruchomego poruszyciela™
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Jednak problem nieskoficzonych zbioréw i ciagow pojawil si¢ w istocie z cata
jaskrawoscia w momencie odkrycia niewspdtmiernosci-.

Do momentu odkrycia niewspotmiernosci podstawa definicji stosunku od-
cinkdw a i b byl tzw. algorytm Euklidesa. Dzigki niemu znajdowano wspdlna
miar¢ f dwu odcinkéw i jesh a=mf, b=nf, gdzie m,n byly liczbami naturalnymi,
to a/b = nn. Jesli jednak obydwa odcinki okazaly sie¢ by¢ niewspdimierne, to
algorytm przestawal by¢ skonczony. Stosunek a/b, przekatnej kwadratu, do bo-
ku jednostkowego mozna bylo przybliza¢ kolejnymi ulamkami dziesigtnymi 7,
1.4, 1,41, 1414, 1,4142, 141421, ... . Ciag takich przyblizen byt jednak ciagiem
— a wiec i zbiorem — nieskoniczonym. Gdyby byt ciagiem skonczonym (to zna-
czy statym od pewnego momentu). to, jak bardzo tatwo mozna wykazaé, stosu-
nek a/b mozna by przedstawié¢ za pomoca ilorazu dwu liczb naturalnych. Skadi-
nqgl wiadomo bylo, 7e stosunek wymienionych dwu odcinkéw jest niewymier-
ny".

Tak wiec w matematyce antycznej pojawity si¢ w zwiazku z odkryciem nie-
wymiernosci ciagi, a zatem i zbiory nieskoniczone. Podobnie jak na przetomie
XIX i XX wieku zbiory nieskonczone weszly do matematyki przy rozwazaniu
problematyki liczb rzeczywistych oraz miary.

Problematyczna bytfa tez topologia odcinkéw — a wigc wielkosci ciagtych
geometrii pitagorejskiej. Wedlug jednej z koncepcji, rozwiazujacej kwesti¢ bu-
dowy odcinka. skfadal sie on z punktéw — czeSci niepodzielnych. Tak na przy-
ktad Euklides definiowat intuicyjnie punkt jako co$, co nie miato czgsci. Takich
elementéw, z ktorych mialo sktada¢ si¢ continuum liniowe, winno by¢ wedtug
wspomnianej koncepcji nieskonczenie wiele.

Oprocz zbiordw nieskonczonych w matematyce antycznej pojawity si¢ nie-
skonczone procesy. Dotyczylo to procedur wyznaczania pdl figur plaskich i ob-
jetosci bryl. Najbardziej znane zagadnienie z tej dziedziny to tzw. kwadratura

3 Wiadomosci na temat antycznych analiz zagadnicenia nieskonczonosci zaczerpnigto z pracy 1.
G. Baszmakowej [1. G. Baszmakowa. Gregja starozytna, w: Historia matemaiyki. red. A. P.
Juszkiewicz, tlum. z rosyjskiego S. Dobrzycki. t. 1, Warszawa 1975, 5. 96-102 (64-115)].

* Jak pokazaly badania dotyczace podstaw analizy. prowadzone pod koniec XIX wieku przez
K. Weierstrassa. G. Cantora, R. Dedekinda. dla wprowadzenia niewymicrnych liczb rzeczywistych
konicczne jest poslugiwanie si¢ jakas forma ciagow (zbiordw) nieskoiiczonych. | tak na przyktad
G. Cantor (i podobnie K. Weierstrass) definiowal liczbg rzeczywista jako klasg nieskonczonych
ciagow wspolzbieznych liczb wymiernych. A zatem liczbg nicwymierna bedaca dodatnrim pier-
wiastkiem z 2 definiowaly wszystkie nieskoiiczone ciagi liczb wymiernych, wspolzbiezne z nie-
skonczonym ciagiem /, 14, 141, 1,414, 14142, 1, 41421, ... .

Odkrycie niewymiernosci bylo bardzo donioslym. ale i destrukcyjnym wydarzeniem w mate-
malyce i szerzej - w myslhi starozylnej. Zburzylo cala koncepcjy filozoficzng pitagorejezykaw. Byli
oni przekonani - na podstawic odkry¢ w zakresie akustyki 1 astronomii - ze podstawowym budul-
cem rzeczywistodel, poszukiwanym arche (w zaleznosei od interpretacji: materialnym. badZ, po
raz pierwszy w dziejach. formalnym) jest liczba. Skoro jednak stosunku dwu odcinkéw nie dato
sig przedstawi¢ jako stosunku dwu liczb naturalnych. to stanowisko ontologiczne pitagorejczykow
musialo upasé. Zreszta to najprawdopodobniej oni jako pierwsi odkryli niewymiernosci. Miato
ono skutki nie tylko w zakresie tilozofii pitagorejczykow. O wiele istotnicjsze byly nastgpstwa w
matematyce. Na antycznym etapic rozwoju matematyki niemozliwa stala si¢ arytmetyzacja geo-
metrii. Arvtmetyke liczb naturalnych przestano uwazaé za dyscypling podstawowa matematyki,
takg, do ktorej wszystkic innc sa sprowadzalne. Od lego momentu zaczgl dominowac inny poglad.
l'o gcometria. w ktorej mozna bylo konstruowaé niewymiernosci, miala sta¢ si¢ podstawowq dys-
cypling matematyki. Zaczgto geometryzowac arytmetykg. Dopiero Kartezjusz, opierajge si¢ na nic
uscislonym pojeciu liczb rzeczywistych. arytmelyzowal geometri¢, tworzac geometri¢ analilyczna.
Trzecia arytmetyzacja matematyki miala migjsce w drugiej potowie XI1X wieku, dzigki $cislemu
wprowadzeniu liczb wymiernych przez K. Weierstrassa. G. Cantora oraz R. Dedekinda.
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kota. W V wieku p.n.e. Antyfon staral si¢ w nastgpujacy sposob rozwigza¢ po-
zytywnie to zagadnienie. W koto nalezy wpisa¢ kwadrat. Oczywista jest mozli-
wos¢ skonstruowania takiego kwadratu poza kolem. Nastgpnie nalezy w kolo
wpisa¢ wielokat, podwajajac liczbg jego bokow w stosunku do wpisanej figury
wyjsciowej. Mozna skonstruowac kwadrat réwny polu takiego o$miokata. Takg
procedur¢ mozna powtarza¢ wielokrotnie, podwajajac za kazdym razem liczbe
bokow wielokata wpisanego w kolo i konstruujac kwadrat o powierzchni rownej
powierzchni wielokata.

Zdaniem Antyfona koto jest wielokatem posiadajacym nieskoficzenie wiele
bokéw. Zatem i dla kota mozna zbudowaé stosowny kwadrat, o polu réwnym
polu danego kota. Antyfon. opierajac si¢ na wskazanym zalozeniu, pozytywnie
rozstrzygnal problem kwadratury kola. Jednak juz Arystoteles wskazywal na
zbyt daleko idace uogolnienie, ktérego dokonal Antyfon. Czyvm innym jest
przyjecie, ze kolo jest wielobokiem o bardzo wielkiej liczbie bokdw, z ktorych
kazdy jest bardzo maly, czym innym zas powiedzenie. ze kolo jest wielobokiem
o nieskonczonej ilosci bokéw. Wcale bowiem nie wiadomo, czy wiasciwosé,
ktoérg posiada wielobok o skonczonej llCZblC bokéw, musi posiada¢ réwnicz
wielobok o nieskonczonej liczbie bokdw’.

Generalnie nalezy stwierdzi¢, ze problematyka zwigzana z niewymierno-
sciami (liczbami rzeczywistymi) oraz z miarg ujawnita trudnosci wynikajace z
koniecznosci postugiwania si¢ zbiorami, ciagami, procesami nieskoiiczonoscio-
wymi oraz pojeciem ciaglosci. Trudnodci te zaczgto ujawnia¢ w matematyce i
filozofii antycznej poczawszy od V wieku p.n.e. Byly one powodem sporéw i
dyskusji uczonych. podobnie jak pokrewne kwestie na przetomie XIX i XX
wieku byly powodem dyskusji wokol podstaw matematyki.

Wspomniane trudnosci zostaly najlepiej wyeksplikowane przez czlonka
szkoly eleackiej, Zyjacego w V wieku p.n.e., ucznia Parmenidesa. Zenona z Elei.
Zenon postugiwal si¢ rozumowaniami dedukeyjnymi nie wprost®. Znane sq
przede ws7ystk1m jego aporie dotyczace zagadnienia ruchu. Wykazujac
sprzeczno$ci zwiazane z ruchem — a w istocie z pojgciami nieskonczonosci oraz
cigglosci — wskazywal na konicczno$é odrzucenia ruchu. Plelcwncle ktére w
szkole eleackiej dawano nie obserwacjom fizycznym zmiennego $wiata zjawi-
skowego. lecz rozumowaniom dedukcyjnym, opartym na stworzonej przez Par-
menidesa logice, powodowaly, iz odrzucano ruch, zmiennod¢, jako cos sprzecz-
nego’. Jak juz zaznaczono, aporie Zenona ujawnily trudnosci zwigzane z pojg-

* Tak wlagnie przehiegala krytyka rozwigzania problemu kwadratury kola Antyfona. przepro-
wadzona przez Arystotelesa. Dopiero w XIX wieku wykazano, ze nie da si¢ skonstruowac kwa-
dratu o powierzchni réwnej danemu kolu. Wéwezas to F.Lindemann udowodnil. ze liczba & nic
jest liczba algebraiczna [por. F. Lindemann. Uber die Zahl m. .Mathematische Annalen™ 13
(1882) Bd. 20, s. 213-225].

® Dowody takic oparte byly na wprowadzonej przez Parmenidesa ontologicznej 1 metalogicz-
nej zasadzie niesprzecznosei.

Nalezy w tym miejscu jeszeze raz podkresli¢ zaslugi, jakie dla rozwoju samej matematyki i
koncepcji matematyki jako wiedzy aprioryczno-dedukcyjnej ma Parmenides i szkola eleacka. Par-
menides nie akceptowal budowania wicdzy na obserwacji swiata zjawiskowcgo. lecz na deduk-
cjach. w ktérych kicrowal sig odkrytymi przez sicbie prawami logiki: tozsamosci i sprzecznosci.
Wowcezas gdy wiedza oparta na rozumowaniu dedukeyjnym nie zgadzala si¢ z wiedza oparta na
poznaniu zmyslowym, akceptowal (¢ picrwsza, odrzucajac druga. Dla wiedzy apriorycznej wska-
zywal odmienny przedmiot, inny niz Swiat zjawiskowy. Ta koncepcja Parmenidesa zastosowana
do matematyki przez pitagorejczykdw i ich antycznych nasigpeow pozwolita uczynic¢ z matematyki
wicedzg nicogladowa. opartg jedynie na przyjetych zalozeniach oraz regulach przeksziatcania zdan.
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ciami nieskonczono$ci oraz ciaglosci. Oprocz znanych aporii ruchu dochowalo
si¢ w przekazach kilka tzw. aporii mnogosci'.

Jedng z aporii mnogosci mozna nazwac aporig miary. Jest ona sformufowana
nastepujaco: ..jesli istnieje mnogos¢, to powinna ona jednoczesnie by¢ wielka
i mala. i przy tym wielka bez granic i mata do zniknigcia™.

Trudnosci ujawnione w tej aporii mozna zobrazowaé w sposob nastepujacy.
Niech dany bedzie odcinek, ktory jest zbiorem nieskonczonym elementow ato-
mowych, a wiec niepodzielnvch. Niech owymi elementami atomowymi bedg
punkty. Wowczas istniejg dwie mozliwosci, w zalezno$ci od tego, jaka wielko$¢
beda mialy owe atomowe, niepodzielne punkty:

1. miara (dlugos¢, wielkos¢) punktu rowna jest zeru. Suma zer daje zero.
Zatem — poniewaz przyjmowano po cichu, ze nawet nieskoiiczona suma zer daje
zero — miara odcinka jest rGwna zeru:

2. miara kazdej niepodzielnej czesci jest rozna od zera. Przyjmowano milcza-
co. ze miara kazdej niepodzielnej czgsci jest taka sama, chociaz dla dalszych
rozwazan mozna tez wybra¢ miar¢ najmniejsza, gdyby byly one rozne. Miara
nieskonczonej liczby takich wielkosci jest nieskoiiczona. Mozna przeciez dlu-
gos¢ niepodzielnej czgsci (albo najmniejszej czgsci) potraktowad jako jednostke
miary. Zatem odcinek jest nieskonczony, skiada si¢ z nieskonczonej liczby jed-
nostek.

Tak wigc — i to jest wniosek pierwszy eleatow — nie ma odcinkdéw o wielko-
sci skonczonej. roznej od zera, co sprzeczne 3est z naocznym doswiadczeniem.
Albo sa one rdwne zeru, albo sg nieskonczone’.

W kazdym razie z dychotomii tej wynika, ze nie mozna podaé miary odcinka
jako sumy miar jego czesci niepodzielnych. Generalnie miara zbioru nie jest
rowna sumie miar jego elementow. Zas punkty to elementy zbioru, jakim jest
odcinek. Wspdlczesnie rozwiazuje si¢ cale zagadnienie w ten sposdb, ze naj-

Tylko w ramach takiego apriorycznego. nicogladowego rozumienia matematyki mozna bylo zbu-
dowaé geometri¢ niccuklidesowa. niczgodna z potocznym ogladem™ gecometrycznym, a takze w
ramach matematyki stosowanej - astronomii - teori¢ heliocentryezna. takze niczgodng z potocznym
doswiadczeniem. Ideat nauki nicogladowej. aprioryczne). zaowocowal matematyka pitagorejska. w
ktorej w dowodach odwolywano si¢ do regul wnioskowan dedukeyjnych, u nie do przykladdow -
rysunkow figur geometrycznych itd. Ta koncepeja nicogladowosci matematyki zostata podjeta w
Platona koncepeji matematyki.

Aporie ruchu Zenona zostaly zachowane w Fizyce Arystotelesa. Natomiast urywki aporii
mnogosci podaje komentator Arystotelesa, Simplikos.

" Eleaci wyciggali zapewne z tej aporii wnioski zgodne z hroniong przez nich ontologiq Par-
menidesa, monistyczna. antypluralistyczna. Aporia ma charakter okresu warunkowego: _jesli ist-
nicje mnogose. o ... . Mnogos¢ byta tu rozumiana jako wiclos¢ (zbior) nieskonczona elementdw
niepodzielnych - jukby-atomdéw. Zatem jest to argument przemawiajacy za nicmozliwoscig istnic-
nia wielosei (zbiordw) nieskonczonych. Warto tez zauwazy¢, ze eleaci odwolywali si¢ jednak.
whrew swemu programowi, do pewnego rodzaju naocznosei, wskazywali mianowicie na empi-
ryczne, skoficzone i rozne od zera odeinki. One wlasnic dawaly sprzecznosé 7 otrzymywanymi w
wyniku rozumow:nia odcinkami zerowymi i nieskonczonymi. Argument Zenona nie negowal
jeszeze podstaw stanowiska pluralistycznego w ontologii. ale go ostabial. dopuszczajac jedynie
skonczony zbior bytow. Klasyczne wyjscie z tej aporit Zenona, jakie przyjg¢to w matematyce w
czasach antycznych, zostato sformulowane przez Anaksagorasa (V wiek p.n.e.): .w malym nic
istnieje najmnicjsze. lecz zawsze jest jeszeze mnigjsze™. Poglad ten odrzuca istnienie czgsci niepo-
dzielnych. Dopuszcza natomiast podzielnosé wiclkosci (odcinka) w nieskonczono$é, przy czym w
danym momencic odcinek podzielony jest zawsze skoniczony ilogé razy. Akceeptowano tu istnicnic
nieskonczonoscei potencjalnej, ale nie aktualne;j.
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pierw wyznacza si¢ miary pewnych przedzialéw, a nastepnie systemem takich
przedzialdéw . pokrywa si¢” dany zbior.

Obok mniej znanych aporii mnogosciowych, znaczenie dla zarysowania pro-
blematyki nieskonczonosci w aspekcie matematycznym maja aporie ruchu. Po-
siadajg one swoje znaczenie fizyczne. Eleaci za ich pomoca starali sie wykazac,
ze ruch jest niemozliwy'®. W niniejszych rozwazaniach nie potozono akcentu na
wydzwigk fizyczny aporii ruchu, lecz ich znaczenie dla pojmowania nieskon-
czono$ci w czasach antycznych.

Wedtug argumentacji przedstawione] przez Zenona w aporii dychotomii,
cialo, ktore si¢ porusza. nigdy nie przebgdzie calej drogi, nie osiagnie jej konca.
Najpierw bowiem musi ono doj$¢ do potowy drogi, potem do potowy potowy,
dalej do potowy polowy polowy calej drogi, itd. w nieskonczonosé. Zatem nigdy
nie dojdzie do konca. Apori¢ t¢ mozna réwniez przedstawi¢ nastgpujaco. Punkt
M porusza si¢ po odcinku jednostkowym AB od punktu 4 do punktu B. Zanim
dojdzie on jednak do punktu B, musi przeliczy¢ nieskonczony zbior srodkow 4 (,
A ..., Ay . . Znaczy to tyle, ze nigdy nie dojdzie on do punktu koricowego B'.
Dlaczego zatem w rzeczxwistos’ci fizycznej, ktora realizuje podany model, punkt
B jest zawsze osiagany?

W aporie te uwiktanych jest kilka kwestii matematycznych. Podstawowy
problem to ten _czy w matematyce wolno postugiwac sie zbiorami aktualnie nie-
skoficzonymi? > W tym wypadku, czy mozna traktowaé zbiér wszystkich liczb
naturalnych jako gotowy, dany w catosci, w jednym momencie ze wszystkimi
swoimi elementami? Wdwczas mozna by wprowadzi¢ nowsa, pozaskonczona

%W koncepcji Parmenidesa istnial jeden nieruchomy byt.

"' Wedlug I. G. Baszmakowe]j aporii tej nie rozwiazuje fakl, iz nieskoficzona suma szeregu o
wyrazie ogdlnym /2" wynosi jeden. Dla wyjasnienia, na czym polega istota aporii dychotomii, 1.
G. Baszmakowa powoluje si¢ na przyklad podany przez H. Weyla. Niech begdzie dana maszyna
(komputer), ktéra wykonataby pierwsza operacj¢ w /2 minuty, drugg w 1/4 minuty, kolejng W
1/8 minuty, itd. Taki komputer moglby w ciagu minuty przeliczy¢ wszystkie liczby naturalne.
Mozna by go i tak zaprogramowa¢, by dla kazdej kolejnej liczby naturalnej, w zadanym czasie,
ciagle o polowe krotszym. sprawdzil, czy posiada ona pewna okreslong wiasno$é. na przyklad, czy
jest rozwiazaniem jakiegos rdwnania. W ten sposéb komputer mogiby w ciggu minuty rozwiazaé
kazde zagadnienie z teorii liczb. zwiazanc z problemem egzystencji. chociazby wielkie twierdzenie
Fermata. QOczywiscie fizyczne skonstruowanie takiegoe komputera jest niemozliwe [por. Basz-
makowa, dz. cyt.. 5. 99].

"2 Eleaci z aporii dychotomii wyciagali waiosek o nieistnieniu ruchu, byt jest stale w spoczyn-
ku. Dane zmyslowe przeczace osigganiu punktu B w rzeczywistosci zmyslowej odrzucali jako my-
lace. Nie uznawali oni poznania empirycznego, a jedynie aprioryczne.

'3 R. Dedekind zdefiniowal pod koniec XIX wicku refleksywnie zbiér nieskonczony jako
zbior, ktéry jest rownoliczny z jakim$ swoim podzbiorem wlasciwym. Zbior jest rownoliczny z
jakim§ zbiorem wtedy i tylko wtedy. gdy istnicje funkcja jedno-jednoznaczna przekszialcajaca
pierwszy z¢ zbiordw na drugi. Tym samym pojeciem zbioru nieskonczonego poslugiwal si¢ G.
Cantor. Analiza teksiow B. Bolzano pokazuje, ze w zasadzie on byl prekursorem refleksywnej
definicji zbiordw nicskonczonych.

W prowadzonej tu dyskusji posluzono si¢ terminologia ,.zbiory aktualnie i potencjalnie nie-
skoniczone”. O nieskoficzonosci aktualng i potencjalnej jako pierwszy pisal w IV wieku p.n.c.
Arystoteles. Jednak terminologia ta jest przydatna dla ukazania problematyki ujawnionej wick
wezesnie] w szkole eleackie]. Przy tym trzeba stwierdzi¢, iz nie ma precyzyjnej definicji nieskon-
czonosci aktualnej i potencjalnej. Jest to terminologia odwolujaca si¢ do pewnej intuicji nieskon-
czonosci. W wypadku zbiorow aktualnic nieskonczonych powiada sig. ze stanowig one co$
Lgotowego”, ,,dancgo w tym momencie jako calo$¢”. Natomiast w wypadku nieskoficzonosci po-
tencjalnej podaje si¢ pewien paradygmat - 1o co$, co .moze rosnaé ponad wszelka granice™, ale
stale jest czyms skofczonym.
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liczbe porzadkowa, nastgpujaca po wszystkich, uporzadkowanych wedtug wiel-
kosci, liczbach naturalnych. Wprowadzenie to odbyloby si¢ na podstawie naste-
pujacego schematu:
{0 — I;
[0, 1} —2;

70, 1,. oo,

Widaé, ze w wypadku ostatmego kroku zbior nieskonczony wszystkich liczb
naturalnych potraktowany zostal podobnie, jak wszystkie wystepujace przed
nim zbiory skonczone. Zostat on uznany za co$ gotowego, aktualnie danego ze
wszystkimi swoimi elementami.

Wedlug teorii mnogosci G. Cantora, z konca XIX wieku, wprowadzenie ta-
kiej llCZb\ pozaskonczone_] 0)_]€St uprawnione. Istnieje bowiem aktualnie nie-
skoficzony zbidr liczb naturalnych',

Postugujac sig pozaskonczonynu liczbami porzadkowymi wprowadzonymi
przez G. Cantora, mozna twierdzi¢, iz wybrany wczesniej punkt A osiaga sro-
dek odcinka AB, to znaczy punkt 4; w chwili #;, polowe polowy odcinka, to zna-
czy punkl A; w chwili 1,. ..., punkt 4, w chwili ¢,, ... zas$ punkt B (= 4,) w
chwili 7. Zatem wprowadzeme pozaskonczonych liczb porzadkowych ponie-
kad rozwiazuje apori¢ dychotomii. Tyle tvlko, ze to rozwigzanic zostato zapro-
ponowane pod koniec XIX wxel\u Matematycy i filozofowie antyczni znali tyl-
ko liczby skonczone, naturalne'®. Dlatego nie wprowadzili pierwszej liczby po-

' G. Cantor swe przekonanie o istnicniu aktualnic nieskonczonego zbioru liczb naturalnych
oparl na zasadzic, kldéra mozna nazwac heurystyczng zasada Gutberleta. Wedlug niej kazda nie-
skonczonosé potencjalna zaklada istnienic zwiazanej z nig nieskonczonosci aktualnej. Kazdy ak-
ceptuje. 7¢ zbior liczb naturalnych tworzy przynajmniej potencjalnie nieskonczony zbidr. Zgodnie
z zasada neotomisty K. Gutberleta. taki zbiér musi micé jako .,podtoze™ gotowy, dany zc wszyst-
kimi clementami zbior aktualnie nieskonczony |por. K. Gutberlet, Das Unendliche metaphy-
sisch und mathematisch betrachtet. Mainz 1878|.

W XIX wieku. dzigki pracom B. Bolzano, K. Weierstrassa. i. Cantora, R. Dedekinda nasta-
pilo swoiste polaczenie trzech pojec: zbioru, nieskonczonosci i liczby (nicskonczonej). Pojecic
zbioru starano si¢ definiowac. na przyklad jako wiclosé, kidra da si¢ pomydle¢ jako jednosc.
Oczywiscie takie intuicyjne okreslenia nie mogly wejs¢ do matematyki. Ostatecznie poj¢cie zbio-
ru. elementu i relacji nalezenia elementu do zbioru przyjeto jako terminy pierwotne aksjomatycz-
nych ujgc teorii mnogosci (np. E. Zermelo). Zbiory nieskoficzone zdefiniowano retleksywnie,
wprowadzajac najpicrw pojecie rownolicznosci zbiordw. Natomiast liczby. w tym liczby nieskon-
czone., definiowano jako klasy abstrakcji wzgledem relacji réwnolicznosei w klasic zbiorow.
Oczywiscie nalezy tu pamigtaé. iz pojgcie zbioru wszysikich zbiorow jest antynomijne (antynomia
(,dntora)

* 1. G. Baszimakowa podaje. ze R. Baire na podstawie takiej wlasnie konstrukeji wprowadzil
liczbe porzadkowy @, nastgpujaca jako pierwsza po wszystkich liczbach naturalnych [por.
Bawmakowa dz. cyt., s. 100].

® W czasach “mlwzn\ch liczbami byly w zasadzie tylko liczby naturalne. Funkcj¢ liczb wy-
miernych spelniaty stosunki liczb naturalnych. Znali je Juz pitagorejczycy. Stosunki te nigdy w
czasach starozytnych wprost nie zostaty nazwane liczbami. Eudoksos wprowadzil rownicz do ma-
tematyki stosunki pomigdzy wielkosciami (liczbami naturalnymi, odcinkami, polami. objgtoscia-
mi). Stosunki wiclkodci spelnialy w starozytnosci funkejg liczb rzeczywistych. Aparat stosunkéw
wielkosci stworzony przez [Fudoksosa byl w zasadzie wystarczajacy do scistego wprowadzenia
liczb rzeczywistych. Na pomysle Eudoksosa wzorowal si¢ R. Dedekind konstruujge w X1X wicku
teorig liczb rzeczywistych. W sredniowieczu w §rodowisku arabskim oraz chrzescijanskim zaczgto
traktowaé stosunki wielkosci jako liczby. wprowadzajac dla nich operacje arytmetyczne. 1. Newton
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rzadkowej, pozaskoiniczonej. Poza tym, przynajmniej pozornie, z powodu nie-
wiasciwego ustalenia relacji kwantytatywnych pomiedzy zbiorami nieskonczo-
nymi przyjecie istnicnia zbioréw aktualnie nieskonczonych grozilo powstaniem
paradoksdw. na ktore pozniej zwrdcili uwage matematycy perscy, Galileusz i G.
W. Leibniz.

Paradoksy braly si¢ stad, ze dwa zbiory traktowano jako réwne wtedy i tyvlko
wtedy. gdy istniala relacja wzajemnie jednoznaczna, przeksztalcajaca jeden
zbi6r na drugi. Zbior traktowano jako mniejszy od danego woweczas, gdy byl on
podzbiorem wlasciwym danego zbioru fub réwnoliczny z jego podzbiorem wia-
sciwym. Kiedy jednak brano pod uwagg zbiory nieskonczone, wowczas zdarzalo
sie, ze dany zbior byl rownoliczny z pewnym zbiorem, a réwnoczesnie byl jego
podzbiorem wiasciwym. W mys$l przeddedekindowskiego okreslenia relacji
kwantytatywnych pomigdzy zbiorami, dany zbiér byt rowny pewnemu zbiorowi,
a rownoczesnie byl mniejszy od niego. Przeczylo to antycznemu aksjomatowi
matematycznemu, ktéry jako piaty aksjomat umieszczony jest w Elementach
Euklidesa i stwierdza, iz ,calos¢ jest wigksza od czgsci™. Przykladem dwu ta-
kich zbioréw sa: cigg kwadratdw liczb naturainych 7, 4, 9, ..., #", ... oraz zbior
wszystkich liczb naturalny ,ch". Istnieje funkcja OdWZOIOWLua_ca wzajemnie jed-
noznacznie zbiér liczb naturalnych na zbidr ich kwadratéw f: n—n”. Z drugiej
strony zbiér kwadratow liczb naturalnych jest podzbiorem wiasciwym zbioru
liczb naturalnych, do pierwszego zbioru nie nalezy liczba 2. do drugiego zas
nalezy. A wigc w mysl przyjetych okreslen relacji kwantytatywnych pomigdzy
zbiorami, zbioér kwadratéw jest rowny zbiorowi liczb naturalnych, a rownocze-
$nie od tego zbioru jest mniejszy. To z kolei jest niezgodne z antycznym aksjo-
matem, iz .,calos$¢ jest wigksza od czgsci”. Antyczni mysliciele nie znali jeszcze
galileuszowych paradoksow teoriomnogosciowych, ale gdyby je znali, bytby to
dla nich kolejny argument za odrzuceniem istnienia zbioréw aktualnie nieskon-
czonych. Staloby si¢ tak ze wzgledu na pozorng sprzecznos$¢ réwnosci i mniej-
szosci zbiorow oraz ze wzgledu na niezgodno$¢ koniunkeji tych relacji z aksjo-
matem antycznym orzekajacym, ze .,calos¢ jest wigksza od czgsci™.

W XIX wieku paradokséw teoriomnogosciowych uniknigto, mod) f'kulqc
relacje kwantytatywne pomiedzy zbiorami. Pozostawiono definicj¢ réwnosci
zbiordw jako tych, ktére mozna wzajemnie jednoznacznie przeksztalci¢ jeden na
drugi. Natomiast w przypadku relacji ..bycia mniejszym niz” zazadano dwu wa-
runkéw: bycia podzbiorem wlasciwym danego zbioru oraz nieistnienia funkcji
przeksztalcajacej wzajemnie jednoznacznie Jeden zbior na drugi. W ten eposob
G. Cantor wykluczyt mozliwos¢ zachodzenia rownoczesnego: le|dC_|l rownosci i
mniejszosci pomnedZ) dwoma zbiorami. Natomiast wystgpowanie réwnoliczno-

nazywal stosunki wielkosci liczbami: przez liczbg rozumiemy nie tyle zbidr jednosei. ile ab-
strakowny stosunck jakicjkolwick wielkosei do drugiej wiclkodel tega samego md/a]u przyjetej za
jednostke. Liczba moze by¢ w trzech postaciach: calkowita, ulamkowa i m-_\vymlu na (surdus).
Calkowita jest taka liczbu, ktdra wva.rAaJednoscx utamkowa - calkowite C/n,su Jjednodcei: liczba
niewymierna jest niewspéimicrna z jednoscia™ [I. Newton, Amlhmeuca universalis sive de com-
positione et resolutione arithmetica liber, Cantabrigiae 1707; cyt. za: A. P. JuszKiewicz, Aryit-
metyvka i algebra, w: lhsloua matematyki, red. A. P. luszkiewicz. llum zroswsklcgo S. DohrL)(.-
ki, t. [I. Warszawa 1976, s. 40 (26- 60)] Jesli chodzi o liczby ujemne Lo sprawialy onc w starozyt-
nodci wiele klopotu. Odnoszqc si¢ do prakiyki kupieckiej okreslano je jako ..dlug”™. Dopiero postg-
py algubry w XVI i XVII wicku pozwolily wartosci ujemne nazwaé liczbami i opatrze¢ znakiem
mmus .
" Jest 10 przyklad pochodzacy od Galileusza.
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§ci zbioru i nadzbioru wlasciwego potraktowano jako wiasnos¢ definicyjnag
zbioréw nieskonczonych. W tym znaczeniu odsunigto antyczny aksjomat,
stwierdzajacy. Ze ,.catos¢ jest wigksza od czgsei”. Calosé. w wypadku zbiorow
nieskonczonych. byta ,.z definicji” rownoliczna (réwna) z czgscia.

Oczywiscie w XIX wieku okazalo sig, ze dowolne operowanie zbiorami nie-
skonczonymi prowadzi do antynomii. Tym razem nie mozna ich bylo wyelimi-
nowaé. modyfikujac relacje kwantytatywne miedzy zbiorami. Te pozostawiono.
Natomiast aksjomatyczne teorie mnogoséci budowano tak. by nie wprowadzaé
zbioréw ,,zbyt duzych™. Jest to tak zwane (B. Russell) ,.ograniczenie rozmiaru™
(..limitation of size™).

Inna aporia Zenona to tzw. Achilles i zolw. Z aporii tej wynika, ze Achilles.
ktory w mitologii greckiej uchodzil za szybkobiegacza, nigdy nie dogoni zotwia,
ktory jest uosobieniem powolnosci. Niech bowiem Achilles znajdzie si¢ w odle-
glosci « za zolwiem i biegnie od niego k razy szybciej. W momencie. kiedy
Achilles dojdzie do punktu, z ktérego wychodzit zolw, a zatem przejdzie odci-
nek o dlugosci «, z6lw, ktory jest & razy wolniejszy, przejdzie odcinek «/k. Na-
stgpnie kiedy Achilles przejdzie odcinek a/k, wowezas z6lw zdazy juz pokonad
odcinek «/k” itd. Zawsze pomiedzy Achillesem a zolwiem pozostanie roznica
wigksza od zera.

W aporii Achillesa i z6twia wystgpuje ta sama trudnosé, co w aporii dycho-
tomii. Chodzi o przeliczenie nieskorficzonego zbioru odcinkdéw. Powstaje pyta-
nie, czv mozna przyjaé istnienie zbioru aktualnie nieskoficzonego, a zatem i
liczb pozaskonczonych. za pomoca ktérych mozna by przeliczy¢ kolejne odcin-
ki.

Oprécz tej trudnosci w aporii Achillesa 1 zolwia wystegpuje jeszcze inna.
Niech be¢dzie tak, ze w chwili 7, Achilles jednak dogoni zélwia. Drogi przebyte
przez Achillesa oraz przez zotwia mozna zapisaé naqte;pujqco:

Sy =a+ ak+ alk’ +.
Sy = a'k + all’ + a/k’ .

Mozna teraz zauwazy¢ pewng paradoksalng wlaéciwoéc' obydwu zbiorow
odcinkdw. Z jednej strony Achilles powinien przebiec do momentu dogonienia
z6twia dokladnie ty le samo odcinkdw, co ten drugi, kazdemu bowiem odcinko-
wi o dlugosci «/k" przebytemu przez Achillesa odpomada odcinek a/k" '
przypadku plelwczvch odcinkéw Achillesowemu a/4’, czyli a, odpowiada zol-
wiowy odcinek a/k’, czyli a/k. Natomiast, z druglq strony, istnieje funkcja
wzajemnie jednoznaczna przyporzadkowujaca kazdemu odcinkowi przebytemu
przez zolwia rowny co do dlugosci odcinek drogi. ktory musi przebiec Achilles.
Zawsze n-temu odcinkowi drogi zotwia odpowiada co do dlugosci n+/ odcinek
drogi Achillesa. Pierwsza czg$¢ drogi Achillesa, ta o dlugosci «, nie jest w tym
przyporzadkowaniu wzigta pod uwage. Zatem do momentu spotkania Achilles
musi przebyv¢ o jeden odcinek drogi wigece) niz zotw: jest to odcinek pierwszy o
dlugoscei a. Jesli oznaczy si¢ liczbeg odcinkdéw pokonanych przez z6iwia litera
(Ulee B Jest w istocie pozaskoiiczong liczba porzadkowga), to wdwczas otrzy-
muje si¢ rownosé:

1+8=0

Jest to pogwalcenie antycznego aksjomatu Euklidesowego ,.czesé jest wiek-
sza od calosci”. Dlatego tez matematycy i filozofowie antyczni odrzucili teze, ze
istniejg zbiory ( w tym wypadku odcinkdw) aktualnie nieskonczone. Natomiast
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trzeba dodac. ze w Cantorowskiej teorii mnogosci. po zaakceptowaniu istnienia
zbioréw aktualnie nieskoﬁczonych i wprowadzeniu liczb pozaskonczonych, jako
twierdzenie funkcjonowalo réwnanie / ~ @ = . Jednakze w teorii tej nie funk-
cjonowal juz antyczny aksjomat, umieszczony u Euklidesa. ktory stwierdzat, ze
.calo$¢ jest wigksza od czgsci”. Zbiory nieskonczone byly wowczas definiowa-
ne — jak to juz wczesniej wskazano — refleksywnie, jako te zbiory, ktérych pod-
zbidr wlasciwy jest réwnoliczny z catym zbiorem.

Znaczenie matematyczne posiada rowniez aporia stadionu. Aporia ta wynika
z zalozenia, ze po prostych rownoleglych (po stadionie) poruszajg sie réwne
masy. o rownych predkosciach, w kierunkach przeciwnych. W tej aporii 4;. 45,
As Ay, oznaczaja masy nieruchome, spoczy wajace na stadionie, B, B, B;, BJ,
masy ktére poruszaja si¢ w prawo, natomiast I', I I';, T, — masy poruszajace
si¢ w lewo. Poszczegdlne masy A4,, B;, I'; w tej aporii traktowane sa jako niepo-
dzielne. Mozna stwierdzi¢, iz w niepodzielnej chwili czasu masy B,, I, przeby-
waja niepodzielng cze$é przestrzeni. Gdyby bowiem bylo inaczej, to znaczy
gdyby w ciagu niepodzielnej chwili czasu jakas masa przebywala odcinek dtuz-
szy anizeli jedna niepodzielng czg$¢ przestrzeni, to wowczas niepodzielna
chwila czasu bylaby podzielna. Jesliby zas dana masa w ciagu niepodzielnej
chwili przebvwala przestrzen mniejsza od niepodzielnej czgsci przestrzeni, to
wowczas ta niepodzielna czes¢ przestrzeni bytaby podzielna.

Istotne dla aporii stadionu jest teraz rozpatrzenie ruchu mas B, I'; wzgledem
sicbie. W ciggu dwdch niepodzielnych chwil masa B, przebywa dwie niepo-
dzielne, nieruchome masy (odcinki) 4,. i w ciagu tych samych dwu niepodziel-
nych chwil minie cztery niepodzielne masy (odcinki) I7. Jest to niezgodne
wyjsciowym stwierdzeniem. Zze w cnagu jednej mepodmelneJ chwili konkrelua
masa przebywa jedna niepodzielng czgs¢ przestrzeni.

Aporie tg dla celow teoriomnogosciowych mozna przedstawi¢ jeszcze ina-
czej. W ciagu jednego odcinka czasu s punkt B, przebedzie polowe odcinka 4,4,
oraz caly, poruszajacy sie, odcinek I;I,. Ale kazdej niepodzielnej czesci czasu
odpowiada niepodzielna — jak wskazano wyzej — przebywana w tym czasic
cze$¢ przestrzeni. Zatem w dwu odcinkach. odpowiednio o dhugosci ¢ i 2a za-
wiera sie tyle samo niepodzielnych czesci przestrzeni. to znaczy punkiéw. Od-
cinki te mozna na siebie wzajemnie jednoznacznie odwzorowac (sa one rowno-
liczne). Mozna to zobrazowac i w ten sposob. ze kazdemu punktowi z prze-
dziatu obustronnie domknigtego [0, aJ mozna przyporzadkowac wzajemnie jed-
noznacznie punkt z przedzialu obustronnie domknigtego /0, 2a/. Funkcje jedno-
jednoznaczng okresla si¢ wzorem f{x) — 2x, gdzic x nalezy do pierwszego z
rozpatrywanych przedziatow. Jesli tak, to odcinki « i 2a zawierajace tyle samo
punktéw sa sobie rowne. Oczywiscie przy zalozZeniu, iz miara odcinka jest sumg
miar elementdw niepodzielnych. Z drugiej za$ strony odcinek « zawiera si¢ jako
podzbiér wlasciwy w odcinku 2a. Zatem czgs¢ rowna su—; calosci, co przeczy
antycznemu aksjomatowi, iz ,,catos$¢ jest wieksza od czgsci’

'8 Caly czas nalezy pamictad, ze istotg, celem. dla ktorych Zenon zbudowal aporie. bylo poka-
zanie paradoksalnosei ruchu i w efekcie odrzucenie ruchu juko czegos sprzecznego. Aporie mialy
zatem w zamysle ich autora znaczenie fizyczne, a takze - i chyba przede wszystkim - znaczenie
ontologiczne. Eleaci szukali bowiem potwierdzenia dla tezy Parmenidesa, ze istnicje jeden i nie-
ruchomy byt.

Wspoblczesnic wskazuje si¢ na akluatno$c¢ tizykalnego wymiaru aporii skonstruowanych przez
Zenona z Elei. 1. G. Baszmakowa powoluje si¢ przy tym na autorytet . Hilberta oraz P. Bernaysa.
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W V i IV wieku p.n.e. cala problematyka nieskonczonosci i ciggloscei. wy-
wolana odkryciem niewymiernosci, zagadnieniami miary oraz aporiami Zenona
byla bardzo zywo dyskutowana. Zastanawiano si¢ nad mozliwoscig zaakcepto-
wania lub odrzucenia zbiorow aktualnie nieskonczonych. Dyskutowano nad
tym, czy wielkoéci ciagle (odcinki, pola, czas) skiadaja si¢ z niepodzielnych
cze;s'ci i nad tym, jaka jest liczba owych niepodzielnych czgsci. Aporia mnogo-
sciowa Zenona wykluczala dla starozytnych przyjecie nieskonczonej Ilczby nie-
podzielnych elementéw. Przyjecie skoiiczonej liczby elementow o mierze rozne;j
od zera tez nie wchodzilo w rachube, bo taka wielkosé mozna bylo podzieli¢ na
polowy. Tym niemniej pojawily si¢ rowniez proby (Demokryt) stworzenia takiej
matematy Ki .skoficzonosciowej”. Takze z powodow. ktdre nizej zostang poda-
ne, proba ta skonczyta si¢ niepowodzeniem.

Ujawnione trudnosci dotyczace nieskonczonosci. topologii wielkosci cia-
glych generowaly tez skrajne koncepcje matematyki. Protagoras, zyjacy w V
wieku p.n.e., twierdzil. ze w zwiazku z nierozwiazywalnymi trudnosciami w
matematyce nalezy po prostu odrzuci¢ wszystkie abstrakcje matematyczne.
Protagoras byl zdania, ze nie wolno postugiwa¢ si¢ pojeciami linii bez szeroko-
$ci oraz punktéw bez zadnych wymiaréw, w rzeczywistoSci bowiem nikt ich nie
widzial. Wedlug niego prosta, styczna do okregu, nie ma z nim tylko jednego
punktu wspodlnego, lecz stykaja sig¢ one na pewnym odcinku.

Wiadomo tez, ze Demokryt staral si¢ zbudowaé matematyke skonczona.
Wielkosci geometryczne (odcinki, pola) mialy si¢ skladaé ze skonczonej liczbie
malych elementow, o znanym wymiarze, roznym od zera. Po pierwsze jednak, z
ta atomistyczng koncepcja mozna bylo dyskutowa¢ twierdzac, iz atomy majace
pewng miare sg jednak podzielne na czesci, ktorych miara réwnala si¢ polowie
miary atomu. Poza tym za pomocg sumowania skoficzonej liczby malych ele-
mentow-atomow nie mozna bylo uzyskac miary catej figury. Demokryt pierwszy
wpadl na pomysl, aby miarg pewnych figur wyliczy¢ jako sumeg miar ich matych
czesdei. | tak proponowal najprawdopodobniej, by miarg ostroslupa otrzymacd
Jako miar¢ sum skoiczonej liczby matlych. wplsanych wen graniastostupow.
Jednakze okazuje si¢ to niemozliwe bez przejscia do oramC) i przyjecia nie-
skoficzonego (przynajmniej potencjalnie) ciagu ,,wpisai™ coraz mniejszych gra-
niastoslupdw, ktorych wielko$é, wraz z powigkszaniem ich liczby, dazy do zera.
Zatem przedsiewzigcie stworzenia matematyki .skoficzonej”, przyjmujacej
skoinczong liczbe elementow w wielkosciach ciaglych, skonczylo si¢ niepowo-
dzeniem. Tym niemniej pomysl Demokryta zaowocowal powstaniem prototy-
pow metod catkowych w czasach antycznych, dostrzegalnych w pracach Eudok-
sosa oraz Archimedesa. Pomys! polegal na przyblizonym, lecz dowolnie do-

Ich zdanicm rozwiazanic paradoksu dychotomii polega na wskazaniu, ze weale nie powinno si¢
zywi¢ przekonania, iz matematyczne. przestrzenno-czasowe przedstawienie ruchu ma znaczenie
fizyczne dla dowolnie malych przedzialow przestrzeni oraz czasu. Nalezy raczej uwazac, ze zasto-
sowanie lakiego modelu matematycznego do wielkosci dowolnie malych jest nieuprawniong eks-
trapolacja z tej dziedziny doswiadczenia, ktora jest dostgpna ludzkim zmystom [por. Baszma-
kowa, dz. cyt., s. 102]. Innymi slowy: wedlug D. Hilberta i P. Bernaysa ruch fizyczny w dowolnie
malych przedzialach czasu i przestrzeni rzadzi si¢ innymi prawami. anizeli ruch obserwowany w
$wiecic makroskopowym. Na to migdzy innymi miala wskazywac¢ aporia dychotomii Zenona z
Elei.
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kiadnym zestawianiu JakILhI\OIWIGI\ figur dwuwymiarowych oraz bryt trojwy-
miarowych z duzej liczby czesci elementar nych, ktérych miara jest znana"”.

Ostatecznie, po diugich sporach, w ramach filozofii i matematyki antvcznej,
przyjeto odnosnie do zagadnienia budowy wielkosci cigglych stanowisko, ktore
po raz pierwszy wwaznl Anaksagoras w V wneI\u p.n.e.: ,,w matym nie istnieje
najmniejsze. lecz zawsze jest jeszcze mniejsze”. Zatem ostatecznie zaakcepto-
wane zostalo stanowisko, wedlug ktorego nie wykluczono nieskonczonej po-
dzielnosci wielkosci i zanegowano to, ze taki proces mogltby zosta¢ w ktoryms
miejscu zakonczony. Tym samym odrzucono stanowisko atomistyczne i skon-
czonosciowe Demokryta oraz te stanowiska atomistyczne, wedlug ktorych wiel-
kosé ciagla skiadala sie z aktualnie nieskonczenie wielu niepodzielnych czesci.
Jako wzorzec przekonania prezentowanego przez Anaksagorasa podawano
dzielenie odcinka na czgsei. Te z kolei znowu sa podzielne 1 w procesic dziele-
nia nigdy nie dojdzie si¢ do czgsci niepodzielnych.

[ wtasnie w efekcie prowadzonych w V i IV wieku p.n.e. dyskusji. dotycza-
cych zagadnien n|esk011cz011osclowych, Arystoteles jako pierwszy w dziejach
mysliciel wprowadzil podzial na nieskoficzonos¢ aktualna i potencjalng, i jako
pierwszy wypowiedzial si¢ zdecvdm’\ anie za ta druga, wykluczajac Jednoczesnie
istnienie nieskonczonosci aktualnej™. Arystoteles dyskutowal zagadnienie nie-
skonczonosci w 11 ksiedze Fizyki. Rozgraniczyl on pomigdzy mozliwoscig dal-
szego dodawania jednostek do ostatniego wyrazu dowolnego ciggu liczb, takich
jak na przyvkiad ciag kolejnych liczb naturalnvch: /1, 2, 3, ..., oraz mozliwoscia
kolejnego podziatu odcinka, zawartego pomigedzy dwoma punktami, odcinka,
ktory wezesniej byt podziclony na czgsci okreslong liczbe razy. Tutaj mozliwosé
pojscia ad infinitum jest tym, co powoduje, ze ciag moze by¢ okreslony jako
nieskonnczony. a odcinek nieskonczenie podzielny, bo zawierajacy nieskoricze-
nie wiele czgdci. Podane przykiady sa paradygmatami — wzorcami nieskonczo-
nosci potencjalnej. Arystoteles stwierdzil rowniez, ze mozna probowaé wyobra-
zi¢ sobie wszystkie elementy ciggu liczb naturalnych oraz — co wydaje sie trud-
niejsze — wszystkie czgsci niepodzielne linii, jako dane w ich kompletnej cato-
Sci. To paradygmaty nieskonczonosci aktualne;j.

Wypada podkresli¢, ze Arystoteles nie postuzyl sie zadna definicja nieskon-
czonosci, zardéwno potencjalnej, jak i aktualnej. Podat tylko pewne przyklady
jednej i drugiej. Wzorce te wskazuja, iz pojmowatl on nieskonczonosé poten-
cjalng jako co$. co w danym momencie zawiera zawsze skonczenie wiele ele-
mentéw, ale moze by¢ dowolnie powigkszane — przez dodawanie kolejnych
elementow lub przez kolejne podzialy (odcinka). Nieskonczonos¢ aktualna zas
to wielo$¢, ktorej nie trzeba powigkszad, nie jest ona czyms$ .dynamicznym™,
zmiennym, rosngcym ponad kazda skoficzong granicg. To WleIOSC ktora sklada
sie juz, teraz (a wiec aktualnie), z nieskonczenie wielu elementow’

? Fudoksos i Archimedes, obliczajac miary takich figur, postugiwali si¢ tzw. metodg wyczer-
pvw%ma ktora byla embrionalng, antyczng postacia teorii granic i mchun]\u calkowego.

* Wprowadzone przez Arystotclesa, dopiero w [V wieku p.n.c.. rozréznicnie nieskonczonosci
potencjalnej oraz aktualnej, zostalo w niniejszym opracowaniu uzyte Jjuz przy omawianiu sporéw z
V wieku p.n.e., dotyczacych nicskoficzonosci. Uczyniono tak, by ujawni¢ przyczyny trudnosci, ich
podioze. Poza tym mozna przypuszeza€, z¢c wyrazony explicite dopiero przez Aryslotelesa podziat,
byl juz implicite zawarty w sporach wokol problematyki nieskonczonodci i ciaglodei z V wieku
p.n.e.

! Termin wielo$é™, w przedaksjomatycznej teorii mnogosci oznaczal cos zakresowo szersze-
g0, niz zhior. Nie WSZY! stkic wiclosci byly zbiorami, natomiast kazdy zbior byl wicloscia. 1 tak G.
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Wyniki sporow dotyczacych nieskonczonosci i wielkosci ciaglych z V wieku
p.n.e. nie pozwolity zaakceptowac Arystotelesowi pogladu, iz istnieje nieskon-
czono$¢ aktualna. Przyjecie istniejacych naraz wszystkich elementéw zbioru
liczb naturalnych moglo prowadzi¢ do koncepcji istnienia pozaskonczonych
liczb porzadkowych i w efekcie do sformulowania kontrprzykladu dla antyczne-
go aksjomatu .,catos¢ jest wigksza od czegsci”. Ujawnila to przeprowadzona wy-
7ej analiza aporii Achillesa i zéhwvia. Natomiast przyjecie istnienia nieskoncze-
nie wielu niepodzielnych elementdéw odcinka grozilo paradoksami ujawnionymi
w trakcie analizy aporii mnogosciowej oraz aporii stadionu. Dlatego tez Ary-
stoteles, wprowadziwszy podzial na nieskonczonos¢ potencjainag i aktualna,
opowiedzial si¢ za ta pierwsza,

Trzeba zaznaczy¢, Ze Stagiryta, opowiadajac si¢ za nieskonczonoscig poten-
cjalna, odwolat si¢ do argumentow natury pragmatycznej. Stwierdzil on miano-
wicie, ze matematykom dla uprawiania ich dyscypliny naukowej wystarczy cal-
kowicie pojecie nieskonczonosci potencjalnej. Jego zdaniem matematycy nie
postugujg si¢ w rzeczywistosci nieskoficzonoscia aktualna™.

Argument, iz matematykom wystarczy pojecie nieskoficzonosci potencjalnej,
jest dyskutowany po dzien dzisiejszy. | tak na przyklad zwolennicy platonizmu
sq zdania, ze juz dla wprowadzenia liczb niewymiernych (rzeczywistych), jako
nieskonczonych wspéizbieznych ciggdw liczb wymiernych, konieczne jest
przyjecie nieskonczonosci aktualnej. Natomiast przeciwnicy nieskonczonosci
aktualnej, do ktorych wspdlczesnie (w XX wicku) nalezy zaliczy¢ przedstawi-
cieli intuicjonizmu (konstruktywizmu), odrzucaja istnienie nieskonczonosci ak-
tualnej.

Wydaje sig, ze Arystoteles staral si¢ zaja¢ stanowisko jak najbardziej wywa-
zone. Przyznanie matematykom mozliwosci postugiwania si¢ nieskoiczonoscia
potencjaing nie burzylo niczego w zastanej przez niego matematyce antycznej.
Stwierdzenie, i7 ten typ nieskofnczonosci wystarcza, chronilo matematyke przed
popadnigciem w paradoksy. Byl wigc to efekt doswiadczen wyniesionych z dys-
kusji z V wieku p.n.e. Jednoczesnie w stanowisku Arystotelesa ujawnilo sig¢ cos,
co mozna by okresli¢ jako .lek przed nieskonczonosceia™.

Wielorako komentowano pragmatyczne podejscie Arystotelesa do zagadnie-
nia nieskonczonosci. Pojawity sie rowniez glosy, ze pragmatyzm byt wyrazem
dualnego rozwiazania problematyki nieskonczonosci w matematyce. Wedlug tej
interpretacji Arystoteles miatby dopuszcza¢ aktualnie nieskoficzone zbiory w

W. Leibniz uwazal. ze istnieja nicskonczone wiclosci. te ktore generujg paradoksy teoriomnogo-
sciowe, leez nic sq one zbiorami. Powdd byl ten, ze zdaniem G. W. Leibniza, nie dawaly si¢ one
niesprzecznic pomyslec jako jednosé, wiasnic generowaly paradoksy. G.Cantor. dzigki nowemu
okresleniu relacji kwantytatywnych pomigdzy zbiorami zaliczy! paradoksalne wielosci do zbiorow.
Okazalo si¢ jednak. ze nicktore z tych zbiordw - _zbyt mocne™ - generujg antynomie (Cantora,
Burali-Forticgo). Tym wielosciom ponownie odméwiono wlasnosci .bycia zbiorem™. Odzyt zatem
w Cantorowskiej, przedaksjomatycznej teorii mnogosci, podzial na wielosdci, ktore si i nie sq zbio-
rami. a wige na te. ktdre daly sig i nie daja si¢ pomyslec¢ jako jednosc.

Aksjomatyka E. Zermelo nie zachowata dualizmu zbiorow i wielosei. Odzyl on jednak w ak-
sjomatyce teorii mnogosci 1. v. Neumanna. gdzie wyrdzniono klasy nie bedace zbiorami oraz zbio-
ry.

3 Arystoteles w Fizyee pisal: .. nasze rozumowanie, odrzucajyce nieskonczonos¢ aktualna, nic
odbiera matematykom ich teorii; przeciez nie potrzebuja oni takiej nieskoficzonosci i nie postuguja
si¢ nig: matematykom trzeba tylko, by ograniczona linia byla takq wielkosciy jakicj sobie zycza, i
by w takiej proporcji, w jakiej dzieli si¢ najwigksza wielkos$¢, dzielié tez mozna bylo jakakolwiek
inng” |cyt. za: Baszmakowa. dz. cyt.. s. 104].
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tych systemach matematyki czystej, ktore nie sa aplikowalne do przyrodoznaw-
stwa, a SciSlej do fizyki. Natomiast w teoriach, ktore sa stosowalne do fizyki,
dopuszczalna bylaby jedynie nieskoficzonos¢ potencjalna. Wynikaloby to za-
pewne stad, ze w aporiach Zenona pojawily si¢ paradoksy w momencie, gdy
zastosowano aparaturg matematyczng do opisu zjawisk fizycznych. przede
wszystkim ruchu™.

W niniejszych analizach stwierdzono, ze podjgcie przez Arystotelesa zagad-
nienia nieskonczonosci bylo skutkiem sytuacji problemowe;j. ktdra w matematy-
ce i filozofii antycznej powstala co najmniej wiek wczesniej. Nieskonczonosé
w matematyce pojawila si¢ w zwiazku z odkryciem niewspotmierno$ci oraz
wprowadzeniem procedur nieskoficzono$ciowych. Zwrdcenie uwagi na te pro-
blematyke bylo dzielem pitagorejczykow. W innym s$rodowisku intelektualnym
Wielkiej Grecji, wsrdd eleatow, zagadnienie nieskonczonosci pojawilo sie w
zwiazku z ontologicznymi i fizykalnymi probami zanegowania zjawiska ruchu.
Znane apo;ie Zenona ujawnily paradoksy zwiazane z pojeciem nieskonczonosci
i ciagloéci™. Arystoteles. wspomagany przez Eudoksosa. staral si¢ uniknaé trud-
nosci zwigzanych z nieskonczonoscia. Dlatego, mimo iz nie podat on definicji
nieskonczonosci (zbiordw nieskonczonych), wprowadzit dvchotomie nieskon-
czonosci aktualnej i potencjalnej. Sam opowiedzial sie za istnieniem nieskon-
czonoscx potencjalnej. Bylo to wyrazem antycznego ,,I¢ku przed nieskonczono-
$cig”. Antyczne trudnosci zwigzane z pojgciem nieskoficzonoci rozwigzano
dopiero w XIX wieku, kiedy powstala teorta zbiorow nieskonczonych (teoria
mnogosci). Wiazalo si¢ to jednak z odrzuceniem starozytnego aksjomatu,
stwnerdzajqcego ze ,,calosé jest wu;ksza od czesci”. Arystotelesowskie rozroz-
nienie na nieskonczonosé potencjalng i aktualna weszlo na state do instrumenta-
rium filozofow i filozofujacych matematykow. Po dzien dzisiejszy nie ma wsrod
nich zgody. czy zaakceptowaé istnienie zbiordw aktualnie nieskonczonych. Jed-

B Por. S. Kérner. The Philosophy of Mathematics. An Introductory Essay. Bristol 1960. s.
21.

** Przegladajac Elementy Euklidesa mozna wyciagnaé wniosck, ze antyczni matematycy nic do
konca mieli okreslony poglad na zagadnienic ciaglosci. Znali oni jeden z grupy aksjomatow cia-
glosci, sformulowany po raz pierwszy przez Eudoksosa, a nazywany aksjomatem Archimedesa.
Stwierdza on, ze jesli dane sa dwic wielkosci @ oraz b, to muszg isinicé liczby naturalne m i a,
takie ze na >b oraz mb > a. Takie wiclkosci nazywa si¢ archimedesowymi. Pojgcie wiclkosci
obejmowalo w starozytnosci zarowno liczby naturalne - wielkodci dyskretne, jak i wiclkosci cia-
gle. W istocic przez odniesienie do tego aksjomatu mozna zdefiniowa¢ wielkosci nieskonczenie
male. ledli n jest taky wielkosein, ze nic istnigje liczba naturalna n, dla kiérej nnp > 1, 10 1) jest
wiclkoscig nieskonczenic mala. Starozyini matematycy znali przykiady wielkosci nieskonczenie
malych, na przykiad katy rogoksztaltne. Aksjomat Archimedesa pozwala tez na zdefiniowanie
wielkosci nieskonczenic wielkich. Jesli A jest takg wiclkoseia, z¢ n <A, dla kazdego naturalnego n,
wowczas A jest wielkoseig nieskoniczenie wicelka. Eudoksos sformutowal wspomniuny aksjomat po
to. by wyeliminowac wielkosci nieskoficzenie male i wielkosci nieskorczenie wiclkie, zwane nie-
archimedesowymi. ze swej teorii stosunkow wielkosci. W XVII wicku wielkosci nieskonczenie
male pojawily si¢ ponownie w matematyce, w zwigzku z powstaniem rachunku rézniczkowego i
catkowego. Dwa wieki pozZniej, na podstawie wynikow uzyskanych przez Cauchy’ego, K. Weier-
strassa. G. Cantora i R. Dedekinda okazalo sig. ze analiz¢ matematyczng mozna scisle uprawiac
postugujac si¢ wylacznie liczbami rzeczy WISl)m| Wydawalo sig, ze tym uczonym udalo si¢ - po-
dobnic jak Eudoksosowi w 1V wicku p.ne. - \wellmmm\'al, z m'uemat\ ki wielkosci nieskonczenie
male. W wieku XX okazalo si¢ jednak, zec mozna skonstruowac analuc nicstandardows, opartg
wlasnic na wiclkosciach nieskonczenie malych.

Powiedziano. ze starozytni wprowadzili z grupy aksjomatow ciaglosci jedynic aksjomat Ar-
chimedesa. Innym aksjomatem z tej grupy moglby by¢ tzw. aksjomat zupelnosci Dedekinda. Za-
pewnia on istnienie punklu wspdlnego ciggu zawartych jeden w drugim zsigpujacych odcinkdw.
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no jest pewne. Matematyka od czaséw antycznych potrzebuje jakiejs formy nie-
skonczonosci.

UNENDLICHKEITSBEGRIF IN DER MATHEMATIK
UND DER ANTIKEN PHILOSOPHIE

Zusammenfassung

In den vorliegenden Analysen wurde festgestellt, da3 die Aufnahme von Aristoteles
des Problems der Unendlichkeit von ihm eine Stellungnahme zu der Problemlage war,
welche in der antiken Mathematik und Philosophie zumindest ein Jahrhundert vorher
entstanden ist. Die Unendlichkeit in der Mathematik erschien im Zusammenhang mit der
Entdeckung der Inkommensurabilitidt und der Einfihrung der Unendlichkeitsverfahren.
Auf diese Angelegenheit haben die Pythagorder ihre Aufmerksamkeit gelenkt. [n einem
anderen intellektuellen Medium des Grollen Griechenlands, unter den Eleaten, ist das
Problem der Unendlichkeit im Zusammenhang mit den ontologischen und physikalischen
Proben der Verneinung des Effekts der Bewegung aufgetreten. Die bekannten Aporien
von Zeno zeigten die Paradoxe, die mit dem Begriff der Unendlichkeit und der Stetigkeit
verbunden sind. Aristoteles, mit Hilfe Eudoxios, bemiihte sich den Schwierigkeiten, die
mit der Unendlichkeit verbunden sind, zu entgehen. Deshalb, trotzdem er die
Begriffsbestimmung der Unendlichkeit (der unendlichen Mengen) nicht angegeben hat,
fihrte er die Dichotomie der aktuellen und potentiellen Unendlichkeit ein. Er selbst
erkldrte sich fiir das Dasein der potentiellen Unendlichkeit. Das war die Auerung der
antiken ,,Furcht vor der Unendlichkeit”. Die mit dem Begriff der Unendlichkeit
verbundenen antiken Probleme wurden erst im XIX. Jahrhundert gelost. als die Theorie
der unendlichen Mengen (Mengenlehre) entstanden ist. Das war aber im Zusammenhang
mit der Ablehnung des altertiimliches Axioms, welches feststellt, da3 ,die Ganzheit
grofer als ein Teil ist™.

Die aristotelische Unterscheidung auf potentielle und aktuelle Unendlichkeit hat
einen bestiandigen Platz im Instrumentarium der Philosophen und der philosophierenden
Mathematiker gefunden. Bis zum heutigen Tag herrscht unter ihnen keine Einigkeit, ob
das Dasein der aktuell unendlichen Mengen akzeptiert sein soll. Eins ist sicher. Die
Mathematik braucht seit der altertiimlichen Zeiten irgendeine Form der Unendlichkeit.



