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KS. JERZY DADACZYNSKI

SWOISTOSC MATEMATYKI W UJECIU
GEORGA CANTORA*

Wydaje sig, ze badaniom prowadzonym przez naukowcow towarzyszy zazwy-
czaj jakas koncepcja swoistosci, natury matematykl zakladajaca istnienie zbioru
kryteriow, rozstrzygajacych, co to jest matematyka Koncepcja ta w wypadku po-
szczegdlnych naukowcow moze posiada¢ formg nie uswiadomionych lub oczywis-
tych _przedzalozen™. Stanowi ona — jak nalezy przypuszczaé — l'OdZﬂJ potencjal-
nego ,,tta heurystycznego™, do ktorego mozna si¢ odwotywa¢ w sytuacjach proble-
mowych

Zadaniem niniejszego artykutu jest okreslenie tego, jaka koncepcja swoistosci
matematyki dysponowal Cantor, jakie kryteria rozstrzygaly w jego pojeciu o
matematycznosci danej teorii. W ramach badan dotyczacych heurystycznych
tunkcji zalozen filozoticznych w powstaniu teorii mnogosci istotne bedzie to, na
ile przestanki filozoficzne determinowaly okreslenie wspomnianych kryteriow. W
podsumowaniu podjeta zostanie préba odpowiedzi na pytanie, jaka funkcje
heurystyczna mogly speini¢ owe kryteria w powstaniu teorii mnogosci. Prowadzac
badania. nalezy oczywiscie uwzglednié, ze kryteria te mogly sie zmienia¢ wraz z
rozwojem (i pod wpiywem) nowej teorii.

Kwestia swoistosci matematyki sprowadza si¢ do W)odrquema takich jej
cech, ktére wyrdzniajq ja sposrod innych nauk’. Zagadnienie zostanie opracowane
w dwoch etapach. Najpierw poszukiwana bedzie odpowiedZ na pytanie: jakie wa-
runki — zdaniem Cantora — musiala spelnia¢ teoria, aby mozna jg bylo zaliczy¢ do
matematyki? Problem ten w literaturze przedmlotu nazywany bywa .zagadnie-
niem llIIlfIkUle matematyl\l

Okaze sig, ze Cantor pierwszy podal pomyst, aby jako kryterium matematycz-
nosci teorii uzna¢ mozliwosé jej sprowadzenia do teorii mnogosci. Przyjecie przez
Cantora takiego krvterium rodzi jednak istotny — z logicznego punktu widzenia —

* Fragmenty rozprawy doktorskicj pt. Hewrystyczne funkcje zalozen filozoficznych w kontekscie
odkiycia teorii mnogosci Georga Cantora. Krakow 1994,

Kryteria swoistosci matematyki moga by¢ migdzy innymi natury ontologicznej. epistemolo-
gicznej, psychologicznej lub odwolywac si¢ do metod stosowanych w matematyce. Wspélczesnie
postepuje si¢ czasami inaczej. Teoric unifikwje sig [zob. przypis 4] przez sprowadzenie ich do teorii
mnogosci i formuluje sig ndsl¢pu]que kryterium: matematyczng jest kazda teoria dajaca si¢ adekwatnic
wyrazi¢ w Kategoriach teorii mnogosci |Por. I Perzan owski, Podstawy matematyki i logiki,
w: Mata encyklopedia logiki, Wroclaw 19887, s. 144, 150 (141- -151)].

~ Por. tamze. s. 142,

'Por tamze. s. 144,

" Por. tamze. s. 143, 150,

Czasami jednak terminu Lunifikacja™ uzywa si¢ na okreslenie tego. co w ninigjszej pracy za .
Perzanowskim nazwane zostato systematyzaciq matematyki” [zob. s. 52). W tym znaczeniu po-
stuguje si¢ terminem .unifikacja™ grupa francuskich matematykéw publikujacych pod pseudonimem
N. Bourbaki [Por. N. Bourbaki, Elementv historii matematyki, thum. z trancuskiego S. Dobrzycki,
Warszawa 1980. s. 35].
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problem: czy w ten sposob nie rozszerzyl on implicite zakresu matematyki o teo-
rie, ktdre tradycyjnie do niej nie byly zaliczane?

Wspomniane kryterium matematycznosci opiera si¢ na uprzednim stwierdzeniu
mozliwosci systematyzacji matematyki. Totez przed zaprezentowaniem tego, jak
Cantor doszed! do sformulowania swego kl)Terium omoéwione zostang dziewiet-
nastowieczne dokonania w zakresie systematyzacji. Systematyzacja jest tu rozu-
miana jako uporzadkowanie dyscyplin matematyki wedlug jakiegos merytorycz-
nego kryterium lub podanie planu, wedlug ktérego mozliwe byloby rozwinigcie
matematykual\o Jednolite budowli’.

Ze wzgledu na do$¢ niejasny — z logicznego punktu widzenia — status pierw-
szego kryterium matematycznosci, poszukiwane bedg w tekstach Cantora inne
kryteria. Postawiona zostanie kwestia: czy na bazie swego fudamentalnego, onto-
logicznego podziatu rzeczywistosci na sferg transsubiektywng i intrasubiektywna
byl on w stanie poda¢ warunki swoistosci matematyki? Poniewaz zwyklo sig
odrézniaé matematyke od innych nauk ze wzgledu na metode, udzielona tez zo-
stanie odpowiedZ na pytanie: czy traktowal on matematyke jako nauke aksjoma-
tyczno-dedukeyjna i czy w stosowaniu tej metody nie dostrzegal swoistosci mate-
matyki?

W drugiej czgdei artykutu zagadnienie specyfiki matematyki -wediug koncepcji
tworcy teorn mnogosci — zostanie ukazane w innym aspekcie, przez okreslenie jej
..miejsca” albo raczej stosunku do innych nauk. czy szerzej — do niektdrych wy-
tworow kultury.

Prezentacja Cantorowskiego ujgcia relacji matematyki do nauk przwodniczy :ch
bedzie podjeta skrotowo. Zostanie ona bowiem zarysowana w pierwszej czgscl
pracy, poruszajacej miedzy innymi kwesti¢ kryteriow demarkacji obydwu typow
nauk.

Istotniejsza bedzie prezentacja i analiza relacji zachodzacych wedlug Cantora
pomiqdzy matematyka i ﬂ]ozoﬁq oraz matematyka i teologiq6 Ukazane zostanie,
na ile tworca teorii mnogosci byl swiadom i jak charakteryzowat rolg filozofii w
okreslaniu istotnych zatozen matematyki’.

Majac na uwadze wielo$é relacji pomiedzy matematyka a filozofia w ujeciu
Cantora iuwzgledniajac, 7e akceptowal on scisly zwiazek migdzy filozofig a
teologia, wypada tez nadwietli¢ to, jak tworca teorii mnogosci posirzegal
przynajmniej posrednie zwiazki matematyki z teologia.

I. KRYTERIA MATEMATYCZNOSCI TEORII

Zgodnie z zapowiedzia nalezy obecnie wskaza¢, jakie kryteria matematycz-
nosci podane zostaty przez Cantora.

Por Perzanowski, dz. cyt., s. 145.

¢ Filozofia, a pﬂ\‘l‘l&]!]‘ll”llé] muallzyka oraz teologia byly traktowane przez Cantora jako nauki
(..Wissenschaft™) [zob. przypis 96].

Przedmiotem analizy bedzie meta-koncepcia Cantora, okreslajaca dlaczego 1 ewentualnie wedle
Jjakich regul pewne tezy filozofii okredlaja przedmiot i zasady poznania matematyki.
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1. Sprowadzalno$¢ do teorii mnogosci

Jak zauwazono, podstawy dla jednego z I\rytenow matematycznosci teorii we-
diug Cantora wydaje si¢ by¢ jej sprowadzalnosc do teorii mnogosci. Taka bo-
wiem intuicja zdaje sig¢ byc wyrazona w jego stwierdzeniu z xoku 1884. glosza-
cym, iz .,czysta matematyka jest niczym innym, jak czystq teoriq mnogosci’”

Zanim jednak bedzie mozliwe przystapienie do staranniejszego przeanalizo-
wania przytoczonego stwierdzenia pod katem tego, czy rzeczywiscie zawieralo w
ujeciu Cantora kryterium matematycznosci i na ile, z logicznego punktu widzenia,
byto to przckonanie uzasadnione, nalezy zauwazy¢. ze zostalo ono oparte na co
najmniej dwu istotnych zatozeniach.

|. Matematyke mozna usystematyzowaé'® wedlug jakiego$ merytorycznego
kryterium.

2. Owym kryterium systematyzacji jest sprowadzalnos¢ jednej teorii do drugiej,
przy czym wsrdd dyscyplm matematycznych mozna i nalezy, Svstumatvzu/qc je
wedlug tego kryterium, wyrdznié dy scyplme .pierwsza”, . podstawowg ™'

1.1. Systematyzacja matematyki w dziewigtnastym wicku

Nalezy zapytaé: czy juz przed powstaniem teorii mnogosci wysuwano tezg o
mozliwosci usystematyzowaenia matematyki i czy istniata jakas konkretna koncep-
cja. jak to uczyni¢? Wazne tez bedzie. czy taka ewentualna, wczes$niejsza kon-
cepcja wywarla jakis wplyw na Cantorowskie przekonania w tym zakresie.

1.1.1. Arytmetyzacja jako podstawa systematyzacji

Rozwoj matematyki w drugiej potowie dziewigtnastego wieku, jeszcze przed
powstaniem teorii mnogosci — zdaniem niektdrych hlstoryl\ow matematyki —
umozliwit wslematy:acyq calej matematyki klasycznej". Proces ten mozna inaczej
nazwac arytmetyzacja”, za dziedzing .,podstawowa” matematyki uwazano bo-
wiem wowczas arytmetyke liczb naturalnych. Do niej — jak sadzono — mozna bylo
sprowadzi¢ wszystkie znane dyscypliny matematyczne. czyli wlasnie matematyke
klasyczna. Relacje sprowadzania rozumiano wowczas jako mozliwos¢ wskazania
lub skonstruowania modelu jednej teorii w dziedzinie matematvcznej bedacej

8 Termin ten uzyty jest tutaj w znaczeniu intuicyjnym. Dalszc analizy beda mialy miedzy innymi
na celu wyjasnienie tego, jak Cantor rozumial sprowadzalno$é jednej teorii do drugiej [zob. przypis
131,

*Sie (die allgemeine Typhentheorie — J.D.) bildet einen wichtigen und grossen Theil der reinen
Mengenlehre (Theorie des ensembles). also auch der reinen Mathematik. denn letztere ist nach meiner
Auffassung nichts Anderes als reine Mengenlehre™. G. Cantor. Principien einer Theorie der Ord-
nungsiypen. Frste Mittheilung. w: 1. Grattan-Guincss. An unpublished paper by Georg Cantor.
Principien Einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung, . Acta Mathematica™ 89 (1970)
Bd. 124, s. 84 (65-107). - Ta czg¢s¢ artykulu Cantora powstala jesienig 1884 roku [Por. Grattan-
Gumcs> dz. eyt s. 82).

Y Zob.s. 52.

' Zob. przypis 13.

* Zagadnienie to jest przez niektérych autorow przedstawiane odwrotnie. Wedlug ich koncepcji
systematyzacja calej matematyki byla celem. a nie skutkiem badan prowadzonych przez
matematykow w dziewigtnustym wicku. Tak przynajmniej zdaje si¢ widzieé t¢ kwestic N. Bourbaki
[Por. Bourbuaki. dz. cy1., s. 35-37].
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modelem innej teom Przy czym (¢ druga uwazano za bardziej ,,podstawowg”,
logicznie pierwotng".

Jeszcze na poczqtl\u dziewietnastego wieku wydawalo sie, ze taka systematyza-
¢ja matematyki bgdzie niemozliwa. Problemem bylo sprowadzenie analizy mate-
matycznej, opartej od czasu jej powstania na niejasnym i budzacym wiele kontro-
wersji pojeciu wielkosci nieskonczenie malej, do arytmetyki liczb naturalnych
Przeszkodg t¢ udato si¢ jednak usunaé w dwoch przebiegajacych po czesci réwno-
legle etapach.

Po pierwsze, dzigki pracom B. Bolzano. A. Cauchy’ego i K. Weierstrassa uda-
lo si¢ wyeliminowac¢ z analizy wielkosci nieskonczenie male i oprze¢ te dyscypli-
ne na pojeciu liczb rzeczywistych. Drugi etap sprowadzenia analizy do arytmetyki
liczb naturalnych polegat na kolejnym znajdywaniu modeli: teorii liczb wymier-
nych w dziedzinie liczb catkowitvch oraz teorii liczb rzeczywistych w dziedzinie
liczb wymiernych.

Piewszego zadania podjelo si¢ okoto roku 1860 kilku matematykow: H. Grass-
mann, H. Hankel oraz K. Weierstrass. K. Weierstrass — w swych nie publikowa-
nych wyktadach — przedstawit najprawdopodobniej po raz pierwszy pomyst uzys-
kania modelu liczb wymiernych w dziedzinie uporzadkowanych par liczb catkowi-
tych. Natomiast drugiego zadania, ktore w Idl\le_] czy innej formie wymagalo przy-
jecia istnienia zbioru aktualnie nieskoiiczonego", podjeli si¢ z dobrym skutkiem,

"% Dalej, dla uproszezenia terminologii bedzie mowa o znalezieniu modelu jednej teorii w inngj
teorii. Rzecz jasna. w drugicj polowie dziewigtnastego wicku nic uzywano jeszeze metamatema-
tveznego terminu .model™, ale intuicyjnic przyjmowano jako oczywiste pewne wlasnosci wyrazane
wspolczesnie w teorii modeli. Najlepszym przykladem moze by¢ Cantorowska konstrukcja liczb
rzeczywistych. ktéra byla — we wspdlezesnych Kategoriach metamatematycznych — niczym innym. jak
znalezieniem modelu liczb rzeczywistych w dziedzinie liczb wymiernych.

Zamiast méwic. ze sprowadzaino$¢ jednej teorii do drugiej Lo konstruowanic modelu jakiej$ teorii
w pewnej dziedzinie. mozna tez lwierdzi¢, ze owo sprowadzanic to mozliwos$¢ adekwatnego wyraze-
nia jednej teorii w kategoriach inngj. Przyklad stanowi Cantorowskie okreslenic liczby rzeczywisle)
jako ciagu podstawowego liczb wymicrnych (klasy wszystkich ciggow podstawowych, wspolzbicz-
nych do danego ciggu).

Scharakteryzowana tu relacja sprowadzania jednej teorii do innej byla z cala pewnoscia trakto-
wana jako relacja przechodnia. Dla Kazdej teorii winna byla istnicé — jak sadzono - leoria bardzic)
podstawowa”, za wyjatkiem rzecz jasna arytmetyki liczb naturalnych.

Natomiast nie traktowano relacji sprowadzania jako relacji spdjnej. Brak wymogu spdjnoscei nic
pozwala relacji sprowadzania klasyfikowac juko relacji liniowo porzadkujacej (10 znaczy speiniajacej
koniunkcj¢ warunkow: zwrotnosé, przechodnio$é. antysymetrycznosé i spojnosc). Gdyby zalozyd
zwrotno$¢, to bylaby ona relacja antysymetrycznd. a zatem relacjq porzadkujaca zbidr teorit matema-
tycznych (relacja zwrotna. przechodnia i antysymetryczna — wowczas mozna by tez mowié, ze aryt-
metyka liczb rzeczywistych jest elementem najwigkszym w zbiorze teorii matematycznych. Poniewaz
w zbiorze uporzadkowanym istnieje co najwyzej jeden taki clement. bylaby to teoria wyrozniona.
~podstawowa™). W ninigjszej pracy zamiast nazwy .relacja porzadkujaca™ (#bidr teorii matema-
tycznych) wybrano jednak nazwe ,.relacja sprowadzania™. Powody sg nastgpujace:

1. Gdyby przyja¢ picrwsze okreslenic to nalezaloby zalozy¢ zwrotno$¢ omawiancj relacii.

2. Relacje okreslone tu jako ..porzadkujace™ nazywa si¢ czasem .czg¢sciowa porzadkujacymi®, zas
relacje nazwane wyzej Jliniowo porzadkujacymi”™ nazywa sig lez .porzadkujacymi™ [Por. 1.
Rasiowa. Wstep do matenzatvkl wspolczesnej. Warszawa 1973%, s, 127]. Okreslenie .relacja
porzadkujaca™ mogloby by¢ mylace, ze wzgledu na zamicszanic terminologiczne w podstawowych
opracowaniach podrgcznikowych.

3. Termin ..relacja sprowadzania”™ dobrze oddaje intuicje wigzane z omawiani relacja.

”Lnalulcmc modelu liczb rzeczywistych w dziedzinic liczh wymiernych wymaga przyjecia
aksjomatu nieskonczonosci.
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aczkolwiek przy zastosowaniu do$¢ odmiennych metod, prawie Jednoczesmc
okoto roku 1870, K. Weierstrass, R. Dedekind. Ch. Meray i G. Cantor".

Realizacja druglego etapu arytmetyzacji oznaczala réwnoczesnie arwnetyzacje;
geometrii Euklidesowej. Formalnie krok ten zostal uczyniony migdzy innymi
przez Cantora, kiedy przyjal on aksjomat, iz kazdej liczbie rzeczywistej odpo-
wnada dokladnie Jeden punkt w jednowymiarowej przestrzeni z metrykq Euklide-
sowa'®. Wlasnie w zakresie rozumienia istoty geometrii, pojawily si¢ jednak
w dziewigtnastym wieku przeszkody, ktore — jak si¢ poczatkowo wydawalo —
uniemozliwialy uznanie matematyki (.matematyki z geometria™) za jednolitg
strukture. ktorej wszystkie gatezie bytyby sprowadzalne do arytmetyki liczb natu-
ralnych. Zaciete dyskusje nad istota geometrii rozpoczely sig okoto roku 1870, gdy
na skutek publikacji prac N. Lobaczewskiego, K. Gaussa i wygloszenia stynnego
wykladu inauguracyjnego przez B. Riemanna aktualna stala si¢ sprawa geometrii
nie-Euklidesowych. Tym niemniej juz w tym samym roku F.Klein znalazt dla
geometrii Lobaczewskiego i Riemanna modele Euklidesowe, co oznaczato aryt-
metyzacje nowych teorii oeometrycznych

Tym samvm na poczatku lat SIedemdzxesiqtych dziewigtnastego wieku, kiedy
Cantor rozpoczynal swoja dziatalno$¢ naukowa, matematyka mogta byé uwazana
za zwartq strukture, uporzadkowang za pomoca relacji sprowadzania jednej teorii
do drugicj. Funkej¢ teorii .,podstawowej” pelnila arytmetyka liczb naturalnych.
Innymi stowy: matematvkq l\lasvcznau nawet uzupehnonq o nieklasyczne geome-
trie, mozna bylo wowczas uwazaé za zarytmetyzowana'*.

1.1.2. Stosunek Cantora do arytmetyzacji

Istniejq przestanki pozwalajace sadzi¢, ze Cantor, podobnie jak wielu wspol-
czesnych mu kolegow, w ten wlasnie sposob. jako zbidr teorii arytmetyzowalnych,

" Dia uzupelnienia obrazu drugiego ctapu arvtmetyzacji analizy nalezaloby jeszeze dodac, 7¢
uzyskanie modelu liczb zespolonych w teorii liczb rzeczywistych bylo sprawa prosta. Od dawna
operowano w matematyce modelem geometryeznym liczb zespolonych, w ktorym kazda liczbe
sespolong utozsamiano wzajemnie jednoznacznie z jednym punktem dwuwymiarowej przestrzeni
Luklidesowe). Poniewaz kazdemu punktowi lakiej przestrzeni mozna bylo wzajemnie jednoznacznic
przyporzadkowad parg uporzadkownng liczb rzeczywistych, zatem istnial maodel teorii liczb
zespolonych w dziedzinic par uporzadkowanych liczb rzeczywistych. Oznaczalo to arytmetyzacjg
teorii liczb zespolonych.

Zasadnicze wiadomosci na temat arytmetyzacji matematyki w dziewigtnastym wicku zawarte sa w
pracy N. Bourbaki [Por. Bourbaki. dz cyt. s.35 — 37; por.tez H. Meschkowski, Ways of
rhon%h! of great mathematicians. trans. J. D\u Bennet. San Francisco 1966, s. 86-87].

Por. Gi. Cantor. Uber die Ausdehming eines Satzes aus der 1 heorie der ir igonometrischen
Reihen, 1872, w: G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und Philosophischen
Inhalis, hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932, reprint Berlin, Heidelberg, New York 1980 = GA, s. 97- 98
(92- 102).

¥ Por. I*. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. Bd. 1. Berlin 1931. s. 254-305.

W zasadzic nieco wezedniej, w roku 1868, modcle Euklidesowe dla geometrii nic-Euklidesowych
7nalazl pracujycy poza Srodowiskiem matematykéw niemieckich E. Beltrami [Por. L. Beltrami,
Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea, Giornale di Matematiche ad uso degli
5ludenll delle universita italiane™ 6 (1868). s. 284-312].

'® Konsckwencjg takiego widzenia struktury matematyki stanowilo zwrdcenie sig po roku 1880 w
kierunku badan podstaw arylmetyki ficzb naturalnych. Jednym z efckiow tych badan bylo podanic
aksjomatyki teorii liczb nalumln),ch na]pmm przez R. Dedekinda w roku 1886 [Por. R. Dedekind.
Gesanumelte mathematische Werke, Bd. Braunschweig 1932, s.359-361: P. Dugac, Richard
Dedekind et les fondaments des mathemanques Paris 1‘)76] a polun przez. G. Peano w roku 1889
[Por. G. Peano. Arithmetices principia. nova methodo exposita. Torino 1889].
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traktowal matematyke.

1. Nalezat on do szkoly K. Weierstrassa, ktory wniost najistotniejszy wktad w
dzieto systematyzacji matematyki klasyczne;j.

2. Cantor sam istotnie przyczynit si¢ do arytmetyzacji analizy, znajdujac model
teorii liczb rzeczywistych w dziedzinie liczb wymiernych'®, Poza tym wskazywal
na potrzebe arytinetyzacji geometrii’’.

3. Sprzeciw Cantora wobec wielkosci nieskonczenie malych nabiera, w kontek-
Scie systematyzacji matematyki dziewigtnastego wieku, do pewnego stopnia nowe-
go znaczenia. Skoro bowiem. dzigki pracom matematykéw w ramach programu
szkoly weierstrassowskiej, w ktorych sam uczestniczyl, udalo si¢ zarytmetyzowac
analize, to pojecie wielkosci nieskoniczenie matych moglo wydac sie zbedne. ,.nie-
kompatybilne™ wzgledem struktury arytmetyzowalnej matematyki. By¢ moze wiec
taki sposob widzenia matematyki byt jedng z przyczyn negowania przez Cantora
istnienia wielkosci nieskonczenie matych.

4. W pracach Cantora istnieja sformulowania, w ktorych stwierdza on, ze aryt-
metyka liczb naturalnych jest , podstawowa dziedzing matematyki*'. Mozna przy-
puszczaé — w kontekscie tego, co powiedziano wczesniej o wspolczesnym mu da-
zeniu do systematyzacji matematyki — ze . podstawowy™ charakter tej teorii opierat
sie rowniez w jego pojeciu na mozliwosci sprowadzenia don kazdej innej teorii
uwazanej za matematyczng.

Przedstawione argumenty pozwalajg twierdzi¢, ze Cantor. jeszcze przed ,,0d-
kryciem™ teorii mnogosci. podobnie jak wielu matematykéw mu wspotczesnych,
traktowal matematyke jako pewien zbidr teorii. ktdry moizna bylo wusvstema-
tyzowaé za pomocy relacji sprowadzania. Relacja ta byta przechodnia i antysy-
metryczna®. Zbidr teorii mial jeden wyrézniony element, ktéry stanowita arytme-
tyka li<;723b naturalnych. Do niej byla sprowadzalna kazda teoria matematyki kla-
sycznej™.

"W tym kontekscie warto 1ez wspomnieé, ze Cantor $wiadomie domagal sig. aby analiza mate-
matyczna nie byla oparta na zadnych intuicjach geometrycznych, lecz wylgcznie na podstawach aryt-
metycznych: .Ich glaube hier als bekannt voraussetzen zu kénnen, daB cine allgemeine, rein arith-
metische, d. h. von allen geometrischen Anschauungsgrundsétzen vollkomen unabhingige GroBen-
lehre méglich ist und in ihrer Griindzugen auch ausgebildet ist; ich verweise in dieser Beziehung
auBer auf die zitierten. freilich nur sehr kurz gehaltenen Aufsitze von Dedekind und mir noch auf die
ausgezeichnete Schrift des Herrn Lipschitz: Grundlagen der Analysis. Bonn 1877. Die meisten
prinzipiellen Schwicrigkeiten, welche in der Mathematik gefunden werden, scheinen mir ihren Ur-
sprung darin zu haben, daf diec Moglichkeit einer rein arithmetischen GroBien- und Mannigfaltigkeits-
lehre verkannt wird”. G. Cantar, Uber unendliche lineare Punkimannigfaltigheiten. Nr 3. 1882,
Wi QA, s. 136 (149-157).

;? Zab. przypis 16. ) } o

2 Der Zweck dicses Schriflens, die Grundlagen der Arithmetik einer erneuten Untersuchung zu
untertwerfen, ist cin loblicher, denn es unterliegt keinem Zweifel, dafl dieser Zweig der Mathematik,
welcher allen anderen mathematischen Disziplinen zur Basis dient, eine weit tiefere Erforschung
sciner Grundbegrifle und Mcthoden verlangt, als sie ihm bisher im allgemeinen zu Tcil geworden ist™.
G. Cantor, Die Grundlagen der Arithmetik. Rezension der Schrift von G. Frege. Die Grundlagen
der Arithmetik, Breslau 1884, 1885, w: GA, s. 440 (440-442).

2 Jest kwestia konwencji, czy traktowaé tg relacjg jako relacje zwrotng (zob. przypis 13]?

 We wspolczesne] teorii relacji stwierdza sig, iz istnigje co najwyzej jeden taki clement.
Arytmetyka liczb naturalnych spelniala w tym wypadku kryteria elementu najwigkszego dziedziny
teorii matematycznych z okreslong relacja sprowadzania [zob. przypis 13].
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1.2. Ostensywne okreslenie matematyki jako wymog systematyzacji bez unifikacji

W perspektywie dalszych rozwazan na temat kryteriow matematycznosci teorii
w ujeciu Cantora, nalezy zauwazy¢, ze zaprezentowana koncepcja systematyzacji
opierala si¢ na pewnym istotnym zalozeniu. Aby twierdzi¢, ze matematyka jest
systematyzowalna za pomoca relacji sprowadzania, trzeba bylo uprzednio wie-
dzie¢. ktore teorie sa matematyczne. Innymi stowy: byla tu juz zalozona jaka$
wiedza okreslajaca, czym jest matematyka.

Co stanowilo podstawy tej wiedzy? Dla niniejszego opracowania nie jest
specjalnic wazne odwolywanie sie w tym miejscu do tekstow zroédtowych, a raczej
teoretvczna refleksja dotyczaca natury ewentualnych zrodet wiedzy: ktora teorig
nalezy zaliczy¢ do matematyki? Mozliwe wydajg si¢ dwa rozwiazania:

1. Istnialy jakie$ kryteria natury filozoficznej lub metodologicznej. okre$lajace
ktora teoria nalezy do matematyki, a ktéra nie. Sformulowanie tego typu kryteridw
wymagatoby odwolania sie do jakiejs formy ontologii lub okreslenia przedmiotu
poznania matematyki, wzglednie okre§lenia metody wyrézniajacych dyscypliny
matematyczne.

2. Po prostu wskazywano: te i tylko te teorie naleza do matematyki® Tvm
samym w srodowisku matematykéw mogto de facto dominowaé — milczaco przyj-
mowane — ostensywne kryterium matematycznoscr

Pierwsze z podanych kryteriow wprowadzaloby jednak niejednoznacznosé w
zakres rozumienia tego, co jest matematyka. Brak zgody co do podstaw ontolo-
gicznych matematyki i sposobéw poznania bytby w takim wypadku oczywistym
powodem niejednoznacznoscei.

Natomiast przynajmniej przed wprowadzeniem teorii mnogosci, wydawal sie
panowac consensus dotyczacy tego, jakie dyscypliny naleza do matematyki. Skoro
jednak w wyniku badan prowadzonych w dziewigtnastym wieku okazalo sie. ze
wszystkie dyscypliny, traktowane na mocy kryterium ostensywnego jako matema-
tyczne, sq sprowadzalne do arytmetyki liczb naturalnych to czy Ow fakt nie sta-
nowit podstawy do sformutowania ,.nowego’ kryterium zaliczenia jakiej$ teorii
do matematyki?

Wyprzedzajgce pdzniejsze, szczegdlowe analizy deklaracji Cantora gloszacej, ze
czysta matematyka jest czysitq teoriq mnogosci, mozna na jej podstawie twierdzic,

*To rozwiazanie jest w jakiej$ mierze sprowadzalne do picrwszego. Ostatecznic bowiem
zaliczenie do matemaltyki takich a nic innych teorii moglo wynikaé z pewnej tradycji. Jej Zrodlo zas
mogjo stanowic¢ — nicznane matematykom dzmmunaslugo wicku -kryterium filozoficzne.

Slady funkcjonowania ostensyw: nego kryterium matematycznosci teorii s jeszcze dostrzegalne
w tekstach Cantora. pochodzacych z poczatku dwudziestego wicku: Natiirlich werde ich die
ausfiihrliche Darstellung mciner bisher unbekannt geblicbencn mathematischen Arheiten aus den
beiden letzien Dezennien Thnen fir die Annalen geben. wo ja auch meine Hauptarbeiten {iber die
Mengenlehre vorher seit tiber 40 Jahren erschienen sind. Dies gehdrte zum ersten Theil der
Mengenlehre, die aus drei Theilen besteht. Der zweire (mit dem Continuumsatze, d.h. dem strengen
Beweise, daB die Miichtigkeit oder Kardinalzahl eines Continuums = Aleph-eins ist) besteht aus den
Anwendungen der im ersten begriindeten Mengenlehre auf Zahlentheorie, Geometrie und Analysis,
also auf das was wir die reine Mathematik nennen”. G. Cantor, List do D. Hilberta = 20.09.1912,
w: W. Purkert, H. J. [lgadus. G. Cantor 1845-1918. Bascl, Boston, Stuttgart 1987. s.229-230
(229-231).

Zatem czysta matemazjyka to: teoria liczb, geometria i analiza. Potem dolgczono teori¢ mnogoscei,
dyxc»phng, Wwyrdzniong™. ,,podstawowa™.

% Jak pokaza dalsze rozwazania, kryterium to w istocie zaktadalo wczesniejsze wprowadzenie
kryterium ostensyrwnego.
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ze weczesniej, przed lozpoczgmem prac nad teoria mnogos$ci, zarébwno on, jak
i przedstawiciele szkoly weier strassowskle| — tak zasluzone; w dziele systema-
zacji — przmeowah pxzynaJmmeJ milczaco. jako kxycenum matematycznosci
danej teorii jej sprowadzalnos¢ do arytmetyki liczb naturalnych”.

1.3. Status logiczny unifikacji opartej na systematyzacyji

Nalezy przeanalizowac logiczna konstrukcje rozumowania, na mocy ktorego
przynajmniej implicite przyjeto, jeszcze przed powstaniem teorii mnogosci, nowe
kryterium matematycznosci teorii. Istniala pewna liczba teorii. ktére na mocy
tradycji wskazywano jako matematyczne. Kazda z nich, w efekcie dziewigtnasto-
wiecznej systematyzacji. okazala si¢ sprowadzalna do arytmetyki liczb natural-
nych. Zatem mozna byto sformutowac sad:

(a) Kazda teoria na mocy kryterium ostensywnego .,wskazana®™ jako matema-
tyczna jest sprowadzalna do arytmetyki liczb naturalnych.

Aby sprowadzalno$¢ do arytmetyki liczb naturalnych wyznaczatla ten sam
zakres znaczeniowy terminu ,matematyka™ co dotychczasowe kryterium osten-
sywne, powyzszy sad winien byl jednak posiada¢ charakter rownowaznosci:

(b) Wszystkie teorie ,wskazane™ na mocy kryterium osiensywnego Jako ma-
tematyczne i tylko one sa sprowadzalne do arytmetyki liczb naturalnych®

Aby zasadnie, z logicznego punktu widzenia, przej$¢ od zdania (a) do zdania
(b) nalezalo. jak si¢ wydaje:

I Uzasadnlc ze inne teorie, mogace ewentualnie pretendowaé do zaliczenia
do matematy ki*’ nie daja si¢ sprowadzi¢ do arytmetyki liczb naturalnych. czego —
przynajmniej explicite — nie uczyniono.

Mozliwe, przynajmniej teoretycznie, bylo tez inne rozwigzanie:

2'. Przyjaé jako umowe, konwenc;q, ze sprowadzalnos¢ do arytmetyki liczb
naturalnych jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym matematycznosci
teorti.

Takie stanowisko nie wykluczaloby jednak — z logicznego punktu widzenia —
tego, iz zakres terminu ,matematyka” bylby w tym wypadku szerszy niz w wy-
padku zastosowania kryterium ostensywnego.

By¢ moze istnieje jednak jeszcze inne rozwiazanie. ktore moze aproksymowac
stan $wiadomosci uczonych drugiej polowy dziewigtnastego wieku w Zakresie
kryteriow matematycznosci. Nie jest wykluczone, Zze uczeni — przynajmniej ze
szkoly weierstrassowskiej — przyjmowali co najmniej dwa, oparte na réznych
podstawach warunki zaliczenia teorii do matematyki:

a'. Warunek zawarty w przedzalozeniach, nie zwerbalizowanych intuicjach
uczonych dotyczacych tego, co jest matematyka. Mogl on dotyczy¢ pewnych
rozstrzygnie¢ ontologicznych, ewentualnie sposobdw (metod) poznania.

Z logiczncgo punktu widzenia systematyzacja matemalyki winna by¢ poprzedzona jej unifi-
kacjq, czyli okresleniem, czym ona jest. co si¢ systematyzuje. Ponicwaz jednak krvteria ostensywne sa
z oczywistych wzgledow niewygodne. zatem wprowadzona w dziewigtnastym wicku systematyzacja
matematyki zastapita ostensywne krylerium unifikujace.

-8 Pr7\|¢to tu zalozenie, 7e rozpalrywane sq jedynie teorie znane w owym czasic. Formulowane
kryterium bylo dla 6wezesnych matematykow otwarte™ w tym znaczeniu. ze gdyby powstala poznie)
jakas inna teoria sprowadzalna do arytmetyki liczb naturalnych. zaliczyliby ja do matematyki. Co
istotne, postapiliby tak wlasnie ze w 7gledu na jej sprowddzalno% do arytmetyki liczb naluralnwh

*? Intuicja mogla wskazywaé w tym wypadku teoric o duzym stopniu .nasycenia™ formalizmem,
na przyklad mechanike.
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b'. Sprowadzalno$¢ danej teorii do arytmetyki liczb naturalnych. Wspoélczesnie
mozna twierdzié, ze warunek ow oparty byl na pewnych mniej lub bardziej u§wia-
domionych intuicjach metamatematycznych.

By¢ moze faktycznie. choc implicite przyjmowano tezg, ktora nastgpujaco
charakteryzowata wspodltzaleznos¢ obydwu warunkow:

c. obyd\\a sq warunkami koniecznymi i wystarczajacymi matematycznosci
JaKiej$ teorii i wyznaczaja ten sam zakres znaczeniowy terminu ,matematyka”.
I\tory pokrywa si¢ z wezesniejsza definicjq osrensywnq.

Z praktycznego punktu widzenia warunki owe mogly spetnia¢ rézne funkcje.
O ile, warunek b' w Swiadomosci matematykow moégl posiada¢ charakter kry-
terium pozytywnego w tvm sensie, ze pozwalal wskazaé, ktore teorie nalezg do
matematyki, o tyle warunek a' petnilby funkeje kryterium negatywnego, bowiem
w praktyce mogl stanowié przestanke falsyfikujaca przypuszezenie o matematycz-
nym charakterze dancj teorii.

Dlatego nalezy postawi¢ nastepujaca hlpOteZQ I\tOI'EJ ewentualne funkcjono-
wanie w koncepcy Cantora zostanie sprawdzone pézniej.

1. Wzgledy pragmatyczne pr. zemawialy za tym. by jako l\ryterlum matematycz-
nosci przyjmowaé, przynajmniej implicite koniunkcje warunkow a' i b'.

2. Przy przyjeciu — bardzo mocnego skadinad — zalozenia ¢, kryterium mate-
matvceznosci ze wzgledow logicznych redukowalo si¢ do warunku b, Innymi
slowy: zalozenie ¢', przyjmowane w drugiej polowie dziewigtnastego wieku chyba
podswiadomie przez wielu matematykow, pozwalalo wyrazi¢ kryterium matema-
tycznosci w Kategoriach intuicji metamatematycznych, opartych na relacji spro-
wadzania.

W kazdym razie, niezaleznie od tego, na ile bylo to do konca zasadne — z lo-
gicznego ¢zy pozalogicznego punktu widzenia — wydaje si¢ prawdopodobne, zZe
Cantor | matematycy wywodzacy si¢ ze szkoly K. Weierstrassa uwazali za
nalezace do matematykl te 1 tylko te teorie, ktdre by’fy sprowadzalne do arytmetyki
liczb naturalnych. Plcmdopodobme towaxzvszylo temu przekonanie. ze nowe
kryterium pokrywa si¢ z wezeéniejszym krvterium ostensywnyim.

Z pewnoscia natomiast mozna stwierdzic, ze Cantor traktowal arytmetyke liczb
naturalnych jako ,.podstawowa” dyscypling matematyki nawet wowczas, kiedy
jego badania teoriomnogosciowe byly juz zaawansowane. Jeszcze okolo roku
1883 wykorzystywal wyniki arytmetyki liczb naturalnych przy ,.konstruowaniu™
teorii pozasl\onczon\ch liczb porzqdkowvch ktorg uwazal za — do pewnego
stopnia — ..naturalne rozszerzenie” dotychczasowej arytmetyki™.

Dic bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannigfaltigkeitslehre ist an einen
Punkt gelangt, wo ihre Fortfiihrung von einer Erweiterung des realen ganzen Zahlenbegriffs Gber die

bisherigen Grenzen hinaus abhiingig wird. ... . Denn es handelt sich um eine Frweiterung resp.
Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe tiber das unendliche hinaus: ..., kann ich dennoch nicht

nur die Iloltnunx_, sandern die Feste Uberzeugung aussprechen, daf diese Lr\\cmrung mit der Zeit
als cine durchaus einfache, angemessene. natiirliche wird 1ny,sehen werden miissen”™. Cantor, Uber
unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Ni 5. Grundlagen einer allgemeinen ,\Ia)zizzg/h/tigkeils—
lefre, 1883, w: GA, s. 165 (165-209).

To. ktéra dyscyplina matematyki. arvtmetyka liczb naturalnych czy teoria minogosei byly
traktowane przez Cantora jako ..podstawowe™. sluzy czasem do wyodrgbnienia dwu faz w jego
badaniach teoriomnogosciowych [Por. F. A. Medwcdew, Uber die Abstrakten Mengenlehren von
Canor und Dedekind. . Berichte zur Wissenschaftsgeschichte™ 7 (1984) s. 195-200].
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1.4. Dziewigtnastowieczne ,,podstawy™ arytmetyki

Skoro arytmetyka liczb naturalnych — réwniez dla Cantora, do jesieni roku
1884™' — byla ,,podstawowa” dyscypling matematyki, trzeba ja bylto w jakié sposob
uprawomocni¢. W drugiej potowie dziewigtnastego wieku proponowano w istocie
trzy rozwigzania tego problemu:

1. Odwolanie si¢ do filozofii w celu opisania genezy podstawowego obiektu
arytmetyki, to znaczy liczby naturalnej. Najczesciej odwolywano si¢ — szczegdlnie
od czasu rozpowszechnienia koncepcji I. Kanta — do intuicji czasu. Intuicja na-
stepstwa chwil w czasie miafa dostarczac pojecia liczby naturalnej jako powstate;j
przez gromadzenie si¢ kolejnych jednostek.

2. Aksjomatyzacje arytmetyki liczb naturalnych. ktéra zostala podjeta i zrea-
lizowana przez R. Dedekinda i G. Peano™.

3. Znalezienie dyscypliny, do ktorej arytmetyka liczb naturalnych byfaby spro-
wadzalna. a wigc nowej dyscypliny .podstawowej” matematyki.

Jak si¢ wydaje. poglady Cantora w pierwszej fazie jego badan teoriomnogos-
ciowych® wykazywaty — mimo niechgci do filozofii ] Kanta — pewne podo—
biefistwo do rozwiazania tradycyjnego, filozoficznego™. Natomiast — co bvio

Zob. przypis 9.
Zob. przypis 18.

> Zob. przypis 30.

3 Jeszeze w roku 1883, charakteryzujac picrwszg zasadg generowania pow.sl\onczom ch liczb po-
rzadkowych Cantor pisal: .Die Reihce (I) der positiven realen ganzen Zahlen 1, 2, 3., . hat ihren
Entstchungsgrund in der wiederholten Setzung und Vereinigung von zugrunde geleglcn als gleich an-
gesehenen Einheiten ... . Es beruht somit die Bildung der endlichen ganzen realen Zahlen auf dem
Prinzip der Hinzuftigung einer Einheit zu ciner vorhandenen schon gebildeten Zahl...”. Cantor. dz.
cvi.. s. 195,

Trzeba jednak mocno podkresli¢, ze nawet wowezas Cantor nie dazyl do oparcia matematyki
(arytmetyki liczb naturalnych igeometrii) oraz mechaniki na kantowskich kategoriach czasu
i przestrzeni [Por. T. Murata, L évolution des principes philosophico-mathématiques de la théorie
des ensembles chez Georg Cantor, w: Proc. X1V Int. Congr. Hist. Sei. 1974 (publ. 1975), 2, s. 133-
136]. We wspomnianym artykule odrzucil on bowiem zdecydowanie takg mozliwosé [Por. Cantor,
dz. cyt., s. 191-192]. Powodem jego krytyki kantowskich kategorii czasu i przestrzeni byly migdzy
innymi wyniki przeprowadzonych badan topologicznych.

W tej samej pracy. lecz w czesci opublikowanej w mku 1882 [Por. G. Cantor. Uber unendliche
lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr3, w: GA. s.149-157], Cantor rozpatrywal wiasnosci
topologiczne zbioru M wszgdzie-ggstego (w sensie Canlorowskim) w cigglej dziedzinie A. Dziedzina
A stanowila dwuwymiarowg przestrzen Euklidesowa, ktorej kazdy punkt byt okreslony przez
uporzadkowang parg liczb rzeczywistych <x,y>. Natomiast zbior M skladal si¢ 7 tych i tyvlko tych
punktow plaszezyzny A. jakie wyznaczaly uporzadkowane pary liczb wymiernych <x'y"™>. Nastgpnie
Cantor zdefiniowal nowa przestrzen U=A — M isformulowal tez¢ stwierdzajaca. iz dla dowolnych
punktow N i N' nalezacych do zbioru U istnicje linia ciagla I', faczaca punkty N i N' i zawierajaca si¢
catkowicie w zbiorze U.

Dowdd tego twierdzenia oparty byl na ciaglosci luku kotowego oraz na udowodnionej wezesniej
przez Cantora nierdwnolicznosci dwu nieskonczonych zbioréw: zbioru liczb wymiemych, ktory jest
policzalny oraz. niepoliczalnego zbioru liczb rzeczywistych. Idea dowodu sprowadzala si¢ do prze-
analizowania zbioru wszystkich okrggdw na plaszezyznie A, do ktérych nalezaly punkty N i N'. Zbior
srodkow tych okregow byl identyczny z prosta g. prostopadia do odcinka NN' i przechodzaca przez
jego $rodek. Poniewaz prosta g, rownoliczna ze zbiorem liczb rzeczywistych, stanowila niepoliczalnie
nieskoficzony zbidr punktow, oczywisty byl wniosek, Ze rozpatrywany zbidr okregdw jest takiej same;j
mocy. Z kolei jedynie policzalnic nieskoficzenie wiele punktow ze zbioru M moglo leze¢ na tych
okrggach, poniewaz sam zbiér M byl policzalnie nieskonczony. A zatem — wnioskowal Cantor —
istnicje przynajmniej jeden luk kolowy (poniewaz istnicje przynajmniej jeden taki okrag). ktory laczy
punkty N i N'1 nic zawiera zadnego clementu ze zbioru M, czyli caly zawicra si¢ w dziedzinie U =

31
32
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charakterystyvczne réwniez dla K. Weierstrassa, gldwnego promotora arytmety-

Twierdzenie to moglo w prosty sposob zosta¢ uogélnione na inne przypadki, w ktorych dziedzina
A bhyla dowolng, n-wymiarowg przestrzenig Euklidesowa. Z filozoficznego punktu widzenia szcze-
golnie intercsujgea syluacja powstawala gdy n=3. a wige dla zwyklej tréjwymiarowej przestrzeni
Euklidesowej. ktora zgodnic 7z zalozeniami mechaniki Newtonowskicj miala odwzorowywaé $wiat
zjawiskowy.

Cantor dostrzegl doniosiosc filozoficzng udowodnionego twierdzenia i wykorzystal je do zakwes-
tionowania przekonania o ciaglosci przestrzeni $wiata fizycznego. Otdz — jego zdaniem — twierdzenie
to dowodzilo mozliwosci zachodzenia ruchéw cigglvch w nicciaglych przestrzeniach typu U.
Rownoczednie wyrazal on poglad. iz zdroworozsadkowe przekonanie o ciaglosci przestrzeni fizycznej
wynikalo jedynic z mozliwosci obserwowania w nicj ciaglych ruchdw. Zatem — zdaniem Cantora —
przekonanie o ciaglosci tej przestrzeni bylo wylacznie zalozeniem. Stanowilo ono supozycje, ktdra jak
twierdzil: ,musi by¢ traktowana jako wolny akt naszej konstruktywnej aktywnosci. Hipoteza ciaglosci
przestrzeni jest stad niczym innym. tylko przypuszezeniem — samym w sobie arbitralnym — o pelnej,
wzajemnic jednoznacznej korespondencji migdzy trojwymiarowym  arytmetycznym  continuum
<x.y.z>. a przestrzeniy bgdaca podstawa zjawisk™. Cantor. dz. cyt.. s. 1536,

Zaprezentowany dowdd oraz negowanie tezy o izomorfizmie contimuen arytmetycznego i prze-
strzeni fizykalnej mialy swe dalsze konsekwencje w Cantorowskicj filozofii przyrody oraz filozofii
matematyki.

1. Mozna bylo skonstruowaé inne przestrzenie, podobne do dziedziny U w tym sensie. ze dopusz-
czaly one ruch cingly. a byly tworzone przez .wyjgeic™ z cigglej przestrzeni jakiego$ wszedzie-
gestego zbioru. Powstawal wiedy problem. ktéra z 1uk skonstruowanych przestrzeni jest najbardzicj
odpowiednia dla potrzeb mechaniki. Cantor nie wskazywal wprost zadnego rozstrzygnigeia. Twierdzil
natomiast, ze w takicj sytuacji konieczne jest tworzenie nowych mechanik: My, M, M;, ... . Ich
odmiennos¢ wynikalaby z przyjmowania odmiennych zalozen. dotyczacych topologicznych wlasnosci
Swiata fizycznego. Zdaniem Cantora, studia dotyczace zrewidowanych, alternatywnych mechanik,
mogly prowadzi¢ do nowych. znaczacych odkry¢ w fizyce. W kazdym razie uznal on, z¢ u podstaw
mechaniki musi leze¢ jakas hi p o t e za dotyczaca topologicznych wlasnosci przestrzeni fizykalne;.
[Por. ). Dadaczynski. Elementy filozofii przyrody Georga Cantora. .Slaskic Studia Historyczno-
Teologiczne™ 23724 (1990-91). s. 135-145].

2. Cantor. odrzucajacy hiporetvzm w Kweslii warlosci wynikow uzyskiwanych w matematyce
|zob. s. 73n]. nic mogl przyjac tezy. iz zbudowana jest ona (lub nawet jej czg$é — geometria) na
hipotetyeznej intuicji dotyczacej wlasnosei przestrzeni. co w konsckwencji prowadziloby do tego, ze
twierdzenia matematyki bylyby jedynie warunkowo prawdziwe. Dlatego Cantor wyrazal przekonanie,
przeciwne do kantowskiego. iz o wlasnic aprioryczna (wedlug 1. Kanta) forma przestrzeni jest wtérna
w stosunku do pojgcia continuum: JEbenso ist es meine Uberzeugung, dal man mit der sogenannten
Anschauungsform des Raumes gar nichts anfangen kann. um Aufschlull diber das Kontinuum zu
gewinnen. da auch der Raum und die in ihm gedachten Gebilde nur mit Hilfe eines begrifflich bereits
Jfertigen Kontinuums denjenigen Gehalt erlangen. mit welchem sic Gegenstand nicht bloB dsthetischer
Betrachtungen oder philosophischen Scharfsinnes oder ungenauer Vergleiche. sondern niichtern-
exakter mathematischer Untersuchungen werden kénnen™. Cantor, Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten. N 5. w: GA_s. 192,

Zupelnic podobnie wskazywal Cantor. Zze kantowska aprioryczna forma czasu jest witdma
wzgledem pojecia continuum. Tym samym, jak nalezy si¢ domyslac. nic powinna pelnic¢ — jak przyjeie
to zostalo w koncepeji I Kanta — funkeji podstawy, z ktorej mozna by wyprowadzi¢ pojecie liczby i w
konsckwencji arytmetyki liczb naturalnych: . Zuniichst habe ich zu erkliren, dal meiner Meinung
nach die Heranzichung des Zeitbegritfs oder der Zeitanschauung bei Erdrterung des viel
urspriinglicheren und allgemeineren Begritfs des Kontinuums nicht in der Ordnung ist; dic Zeit ist
meines Erachiens cine Vorstellung. die zu ihrer deutlichen Erklirung den von ihr unabhingigen
Kontinuitiitshegriff zur Voraussetzung hat und sogar mit Zuhilfenahme desselben weder objektiv als
cine Substanz. noch subjektiv als eine notwendige apriorische Anschauungsform aufgefalt werden
kann, sondern nichts anderes als cin Hilfs- und Bezichungsbegriftist...”. Tamze. s. 191-192.

Natomiast w roku 1884 Cantor juz wyraznie odrzucal kantowskie stanowisko intuicjonistyczno-
psychologizujace w zakresie podstaw arytmetyki liczb naturalnych: ..Auch muBl ancrkannt werden.
daB der Verf. den richtigen Gesichtspunkt erfaBt hat. indem er dic Forderung aufstellt, da sowohl die
raumliche wie die zeitliche Anschauung und ebenso alle psychologischen Momente von den arith-
metischen Begriffen und Grundsitzen ferngehalten sein miissen, weil nur auf dicsem Wege ihre streng
logische Reinheit ... gewonnen werden kann...”. Cantor, Die Grundlagen der Arithmetik. Rezension
der Schrift von G. Frege Die Grundlagen der Arithmetik, Breslau 1884, s. 440,
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zacji matematyki — nie przejawiat on zamtelesowama .wyjasnianiem” arytmetyki
liczb naturalnych przez podanie jej aksjomatyki*

1.5. Unifikacja przez sprowadzenie do teorii mnogosci

W roku 1884. w pracy, ktéra zostala opublikowana dopiero w roku 19707,
Cantor zmienit swoj punkt widzenia deklarujac, ze czvsta matematyka jest dla
niego niczym innym, jak tylko czystq teoriq mnogosci. Istotnymi powodami takiej
deklaracji byty:

a. Przekoname Cantora o mozliwo$ci arytmetyzacji calej dotychczasowej mate-
matyki'’.

b. Okreslenie przez niego liczb naturalnych w kategoriach typdéw porzadko-
wych.

Wspomniana praca zawiera definicjg mocy zbioru i typu porzadkowego. Typy
porzadkowe skoiiczonych zbiorow prosto uporzadkowanych byly zdaniem
Cantora niczym innym, jak skoiczonymi liczbami naturalnymi™.

Dyscyplina, ktorej podstawowym przcdmlotem miato byé po_|c;cie tvpu porzad-
kowego, zostala nazwana przez Cantora . teorig typdw”. Istotne dla analiz niniej-
szej pracy jest to. jak ujmowal on relacje pomiedzy teoria typdw a arytmetyka
liczb naturalnych. w kontekscie mozliwosci zdefiniowania liczby naturalnej
w kategoriach pierwszej z wymienionych teorii oraz relacj¢ migdzy teorig typow
a teoria mnogosci.

édamem Cantora arytmetyka liczb naturalnych byla jedynie ,.wzglednie mah
czgdcig”, ,poczatkiem” lub ,,wprowadzeniem™ do teorii typow porzadkowych®.
kontekstu catego artykutu wynika, ze najtrafniejsze bylo pierwsze z okneslen.
Pojecie typu porzadkowego zbioru dobrze uporzadkowanego w szczegdlnym
przypadku zbiorow skonczonych prowadzilo do pojecia liczb naturalnvch.
Natomiast dzialania arytmetyki liczb naturalnych byly szczegdlnym przypadkiem
dzialan na typach porzadkowych zbioréw skonczonych. W tym znaczeniu
arytmetyka liczb naturalnych stanowila czgs¢ teorii typow porzadkowych zbiorow
zar6wno skonczonych, jak i nieskonczonych.

Wynika stad, ze teoria typow porzadkowych byla logicznie pierwoma w sto-
sunku do arytmetyki liczb naturalnych. Analogicznie jak pojgcie typu porzad-

3 por. Bourbaki, dz. cyt.. 5. 37.
* por. Cantor, Principien einer Theorie der Ordnungs-typen. Erste Mittheilung. s. 84 |zob.
przy pls 9]. . )
To znaczy: .matematyki bez teorii mnogosci™.

“lede enJach geordnete Menge hat nun einen bestimmten Ordnungstypus oder, wie ich mich
auch kiirzer ausdriicken will, einen bestimmten Typus; darunter verstehe ich denjenigen Allgemein-
begriff. unter welchem simtliche der gegebenen geordn. Menge dhnliche geordnete Mengen, und nur
diese, (folglich auch die gegebene geordnete '\Ienge selbst) fallen. Die Typen der endlichen em/ach
gema’nc'len Mengen sind nichts Anderes. als die endlichen ganzen Zahlen, in 7eichen: 1, 2, 3.
Vi Camor dz. cyt..s. 87.

“Die realen ganzen Zahlen |, 2, . bilden eine verhiltnismiBig ganc kleine Species von
Gedan/\endmgen welche ich Or a'mmgu} pen “oder auch schlichtw eg Typen ... nenne: ... dementspre-
chend ist diejenige Disciplin. welche heute (hohere Arithmetik” (Theorie des nombres) genannt wird.
nur cin verhdltnismdpig kleiner Bestandtheil. oder. wenn sic wollen. der Anfang oder die Einleitung
zu ciner ihrer Anlage nach ausserordentlich weitreichenden und umfassenden Lehre, welche ich

Theorie der Ordmmgstypen™ (theoria typorum ordinalium) oder kiirzer . 7yvpentheorie™ nenne™.
Idmm . 84.
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kowego zbioru dobrze uporzadkowanego bvlo logicznic pierwotne w stosunku do
pojecia liczby naturalne;j.

Wypada jeszcze dodaé, ze okreslenie przez Cantora arytmetyki liczb natural-
nych jako ,,poczatku™ lub jako ,wprowadzenia” do teorii typdw porzadkowych
bylo w tym kontekscie dos¢ nieszczgsliwe. Zaciemnialo bowiem jego intuicje o
sprowadzalnos’ci arytmetyki liczb naturalnych do teorii typdw porzadkowych.

Sama za$ teoria typow porzqdkowych zostata okreslona przez Cantora jako
.wazna i duza cze$é czystej teorii mnogosci™®. W tym wypadku — jak sie wydaje —
termin ,.cze$¢” moze by¢ interpretowany dWOJako.

1. Podobnie jak wyzej mogloby to oznaczaé, ze czystu teoria mmnogosci jest
logicznie wezesdniejsza od teorii typow porzadkowych. Teoria typow byfaby w tym
wypadku oparta na wprowadzonych wczesniej przez czystq teorie mnogosci
pojeciach zbioru, nalezenia 1 podstawowych operacjach algebry zbioréw typu do-
dawanie.

2. Wydaje sig bardziej prawdopodobne ze Cantorowi chodzito jednak o za-
Kresowe rozumienie terminu N Swuadczq o tym pézniejsze prace, w tytule
ktorych pojawial si¢ termin ,teoria mnogosci” (..Mengenlehre”). Prezenlowa}}
one podobne zagadnienia i podobne rozw iazania co artykut z roku 1884,
zawierajacy teorie typéw porzadkowych*',

Nawet bez dalszej szczegolowej anahzy problemu, ktora zdwu mozliwosci
bardziej odpowiadala intencjom Cantora, mozna stwierdzi¢, ze bedac przeko-
nanym o mozliwosci arytmetyzacji matematyki (okreslonej ostensywnie) oraz o
sprowadzalno$ci arytmetyki liczb naturalnych do teorii mnogoscei, miat on prawo
do konkluzp 1Z czysta matematyka jest niczym innym, jak czystq h,oriq
mnogosci”. Bowiem — w jego przekonamu — wszystkie teorie zaliczane wczesniej
ostensywnic do matematyki byly do niej sprowadzalne

Zatem intencja wyrazona przez Cantora w anallzov\anym tekscie jest nastg-
pujaca: matematyka to zbior tych i tylko tych teorii, ktore sa sprowadzalne do

19 Zob. przypis 42.

*"'Por. G. Cantor. Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, 1893-97, w: GA.,
s. 282-356.

*Sie (dic allgemeine Typentheorie — J.D.) bildet cinen wichtigen und grossen Theil der reinen
Mengenlehre (Theorie des ensembles). also auch der reinen Mathematik, denn letztere ist nach meiner
Auffassung nichts anderes als reine Mengenlchre™. Cantor, Principien einer Theorie der
Ordnungstypen. Erste Mittheilung. s. 84.

Nalezy zauwazy¢. ze wypowicdZ ta. aczkolwick doniosta. bo wprowadzajaca zupelnic nowe
kryterium tego. czym jest matematyka, zawicra .blgdne kolo™. To wlasnie dlatego matematyka mogla
zosta¢ okreslona jako lcoria mnogosci. poniewaz teoria typow byla czgScia teorii mnogosci.
Z wypowiedzi Cantora mozna by natomiast wnioskowac. iz teoria typow dlatego stanowi czesé
matematyki. poniewaz matematyka jest teorig mnogosci.

Cantor nie mial do dyspozycji zadnych innych przestanek niz przedstawione w tekécie pracy, by
uzasadni¢ sprowadzalnosé matematyki do teorii mnogosci. Trudno ustali¢ przyezyng wspomnianego
bledu. By¢ moze powstal on dlatego, ze Cantor polozyl w swej wypowiedzi nacisk na okreslenic tego.
c.,/\'m jest teorin typow.

e \wglg(du na opor C/gxu Srodowiska matematykéw wobece teorii mnogosci, pokazanie, 7¢
dyscyplina ta jest logicznie pierwotna w stosunku do arvtmetyki liczb n(numln)ch posiadalo w
pojeciu Cantora — jak mozna sadzi¢ — istotny walor apologetyczny. Mozna bowiem odwrécié cale
rozumowanic i stwierdzic, ze skoro matematyka jest arytmetyzowalna. a arytmetyka liczb naturalnych
moze zostaé sprowadzona do teorii mnogosci. to 1¢ ostatnia nalezy zaliczy¢ do matematyki.
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teorii mnogosci. Poniewaz kryterium to oparte jest na kategorii sprowadzalnosci,
mozna je zatem okre$lac jako ,,metamatematyczne™

Podobnie jak wéwczas, kiedy sadzono, ze arytmetyka liczb naturalnych jest
,.podstawowq dyscypling matematyczna. nalezato w tym lTlIe_]SCU zapytac. jak

,-uzasadni¢” tezy teorn mnogosci. Mozliwe byly — jak wczesniej — trzy rozwiaza-

nia tego zagadmema

Cantor nie szukal dyscypliny bardziej .,podstawowe;j™ ani nie probowal aksjo-
matyzow'lé teorii mnogosci. .,Podstawy™ teorii mnogosci widzial — jak pokazano
wezesnie] — w omologn ktora dostarczata mu mtulcy dotyczacych wilasnosci
na_||stotn|e_|szego pojecia teorii mnoaosm — zbioru™. Na|wazmejsze z nich sg te,
ktore pézniej nazwano: ,,akSJomatem nieograniczonej komprehensji” oraz .,akSJo-
matem ekstensjonalnosci™.

2. Metafizyczne kryterium matematycznosci?

Jesli potraktowac analizowane stwierdzenie jako kryterium matematvcznosci —
a taka byla zapewne intencja Cantora — mozna formulowaé¢ wobec niego —
z logicznego punktu widzenia — te same zarzuty jak wobec wczesniejszego kry-
terium, opartego na mozliwosci arytmetyzacji wszystkich ostensywnie wskaza-
nych teorii. Chodzi ponowme o to, czy warunek sptowadzalnosm teorii, tym ra-
zem do teorii mnogosci, nie byt zbyt szeroki'’. Zakladajac, iz Cantor nie traktowal
stwierdzenia, Ze matemalyl\a jest teorig mnogos'ci jako konwencji, mozna pytac:
czy dysponowat on jakims innym kryterium, nazwanym wczesniej ,,negatywnym™,
ktore pozwolitoby eliminowa¢ z zakresu matematyki teorie, nie wskazane
wczedniej ostensywnie jako matematyczne?*

Celem dalszych analiz bedzie ukazanie, ze Cantor takie negatywne kryterium
usitowat podaé. Préba taka miala miejsce w zasadzie juz w roku 1873", a po-
wtorzona zostata roku 1883, tuz przed podaniem l\rytmum pozytywnego —
opartego na sprowadzalnosci danej teorii do teorii mnogosci.

Aby zrozumied istote proby sformulowania kryterium negatywnego, nalezy
odwotaé si¢ do Cantorowskiej tezy o izomorfizmie dwu sfer rzeczywistosci:
intrasubiekiywnej i transsubiektywnej.

Najogolniej, pojeciom istniejacym w sferze intrasubiektywnej odpowiadaty
(wzajemnie jednoznacznie) zbiory obiektow w sferze transsubiektywnej. Wpro-
wadzanie nowych poje¢ do matematyki odbywalo sig¢ przez ich definiowa-
nie. Jedynym wymogiem stawianym definicjom byla ich niesprzecznoéé. To

* W istocic Cantor mial jedynie podstawy do wygloszenia tezy: jedli jakas$ teoria zaliczona jest na
mocy kryterium ostensywnego do matematyki, to jest sprowadzalna do teorii mnogosci [zob. s. 58].
Status logiczny kryterium metamatematycznego bedzie analizowany w dalszej czgsei niniejszej pracy
[LOb S. 65 7I]

" Zob. s. 60).

¢ Swiadezy o tym réwniez ukltad LBeitriige zur Begriindung der transliniten Mengenlehre™, pracy,
w ktorej Cantor staral si¢ w Sposob uporzadkowany przedstawié swoja teori¢ mnogosci. Rozpoczyna
si¢ ona od Kkrotkiej. wyrazonej w terminologii hlozohcmq charakterystyki zbioru [Por. Cantor,
Beitr rdge zur Begriindung der transfiniten Menqenlelne w: GA, s. 282].

37Zob. s. 58n.
3 Ch0(|/l zatem o sprawdzenie hipolezy sformulowanej na s. 59.
“ 39 Zab. przypis 39.

Zob. przypisy 31, 52
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w zupelnosci gwarantowalo istnienie definiowanego pojecia w sferze intrasubiek-
tywnej. Matematyka nie interesowalo — ze wzgledu na zalozony izomorfizm
obydwu sfer rzeczywistosci — czy nowemu pojeciu odpowiadato cokolwiek w sfe-
rze transsubiektywne;j.

W tym sensie matematyka byla wedlug deklaracji Cantora ,,wolna™. Wolnoé¢
stanowifa wedlug niego istot¢ matematyki. Zostala ona blizej scharakteryzowana
jako ,wolno$é od statej metafizycznej kontroli™' lub tez ,wolnos¢ od wszelkich
metafizycznych pet™. Zatem inne teorie nalezato poddawaé stalej ,.kontroli me-
tafizycznej”. Byly one — jak pisal Cantor — . ,metafizyczne zaréwno w swych pod-
stawach, jak i celach”™. Tak brzmialy rézne sformulowania drugiego kryterium
matematycznosci Cantora. Kryterium to dzielito zbiér nauk™ na dwa podzbiory:
nauk niemetafizycznych (= matematyka czysta®) oraz metafizycznych (= mate-
matyka stosowana™).

2.1. Metafizyka jako ontologia

Doktadniejsze zrozumienie istoty drugiego kryterium matematycznosci Canto-
ra wymaga refleksji nad znaczeniem, jakie wiazal on z terminem ,.metafizyka”.
Wydaje sie. ze w jego pismach mozna wyrozni¢ dwa znaczenia.

W pierwszym znaczeniu metafizyka jest ontologia, to znaczy naukg o tym, co
istnieje, o swiecie takim, jakim jest, a nie takim, jakim nam sie ukazuje. Taka
charakterystyka metafizvki zostala przedstawiona przez Cantora w roku 1913%".

Gdyby przyjac takie znaczenie terminu .,metafizyka”, woéwczas mozna by wo-
bec niektorych przynajmniej sformufowan drugiego kryterium matematycznosci
wysunad istotne zastrzezenia. Matematyka — w ujeciu Cantora — nie byla przeciez
»wolna od wszelkich metafizycznych pet” i byla w pewien sposéb ,.metafizyczna
w swych podstawach™ z co najmniej dwu powoddw:

ST Wiiren Gaufh. Cauchy. Abel. Jakobi. Dirichlet. WeierstraB, Hermite und Riemann verbunden
gewesen. ihre neuen Ideen stets ciner metaphysischen Kontrolle zu unterwerfen, wir wiirden uns
fiirwahr nichts des groBartigen Aufbaues der neueren Funktionentheorie zu erfrcuen haben, der ob-
gleich vollig frei und ohne transiente Zwecke entworfen und errichtet, dennoch schon jetzt in
Anwendungen an Mechanik. Astronomie und mathematische Physik seine transiente Bedeutung, wie
nicht anders zu erwarten war. oftenbart...”. Cantor. Uber unendliche lineare Punkimannigfaltig-
keiten. Nr 3. Grundlugen einer allgemeinen Mannigfaltigheitsiehre. w: GA, s. 183.

*2 7S berechtitigt daher dic Mathematik ist. sich durchaus frei von allen metaphysischen Fesseln
zu bewegen, vermag ich doch andrerseits der .angewandten™ Mathematik. wie beispiclsweise der
analytischen Mechanik und der mathematischen Physik dasselbe Recht nicht zuzugestehen: diese
Disziplinen sind m.E. in ihren Grundlagen sowohl, wic in ihren Zielen metaphysisch...”. Tamze.

5* Zob. przypis 52.

Z pewnoscig nie chodzilo Cantorowi o wprowadzenie podziatu zupelnego wszystkich nauk.
Podany plan nie uwzglednial specytiki nauk nazywanych humanistycznymi”. W istocie Cantor caty
czas staral si¢ poda¢ kryterium demarkacji pomiedzy naukami matematycznymi a naukami przyrod-
niczgxgn}i, )

” Zob. przypis 9.

7> Zob. przypisy 52, 71

7 W szkicu do pracy ..Uber den Zusammenhang der Mengenlehre mit der Arithmetik™ (nigdy nie
napisancj) Cantor zanotowal: .Ohne ein Quentchen Metaphysik 1i6t sich meiner Uberzeugung nach,
keine exacte Wissenschaft begritnden. ... Metaphysik ist, wic ich sie auffasse, die Lchre vom
Seienden, oder dassclbe bedeutet vom dem was da ist, d. h. existirt. also von der Well wie sie an sich
ist, nicht wie sie uns erscheint. Alles was wir mit den Sinnen wahrnehmen und mit unserm abstracten
Denken uns vorstellen ist Nichtseiendes und damit héchstens cine Spur des an sich Seienden™.
Cantor, w: H.Meschkawski. Probleme des Unendlichen. Werk und Leben Georg Cantors,
Braunschweig 1967, s. 114.
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a. aby uzasadni¢ istnienie liczb calkowitych skoficzonych 1pozaskonczon)ch
Cantor odwotywat si¢ do ontologicznej zasady izomorfizmu rzeczywistosci trans-
subiektywnej i intrasubiektywne;j.

b. nawet przed stwierdzeniem. Ze matematyka jest teoria mnogosci, postugiwal
si¢ on w swych badaniach matematycznych pOJegcxem zbioru, ktére opisywal
w kategoriach ontologicznych i utozsamial z idea Platona™.

Skoro metafizyka. rozumiana jako ontologia. stanow it zawsze dyscypling, na
ktorej matematyka — wedtug Cantora — byla oparta. bowiem dostarczala jej intuicji
podstawowych pojec. nalezy odwolaé sie do drugiego znaczenia terminu ,,meta-
fizyka™ w jego pismach.

2.2. Metafizyka jako filozoficzna krytyka nauki

Znaczenie to zostalo przez Cantora wprowadzone w szkicu historycznym
z roku 1873 na temat rachunku prawdopodobieiistwa.

W drugim ll_]QClll metafizyka jest filozoficzng krvtyl\q tych wszystkich nauk,
Jakie zawxela}v .pojecia i podstawowe twierdzenia nie uksztaltowane sponta-
nicznie i niewartoéciowalne matematvczme ktdre to pojecia roscily sobie preten-
sje do pewnej realnej waznosci™
Skoro Cantor. charakteryzujac réznice pomigdzy matematykq czystq a stosowanq.
twierdzil. ze metafizyka ma pehi¢ funkcje kontrolne wobec tej drugiej. to nalezy
sadzié, iz w tym wypadku operowat drugim znaczeniem terminu ,,metafizyka”.
Jesli — najogdlniej rzecz biorac — uwazal on matematyke czysig za niemeta-
fizyczna, a pozostale dyscypliny naukowe okreslat jako ..metafizyczne™, to trzeba
w tym miejscu podda¢ doktadniejszej analizie drugie znaczenie terminu ,.meta-
fizyka”. Wypada sadzi¢, ze w ten sposdb uda sie zrekonstruowaé Cantorowska
probe okreslenia negatywnego kryterium matematycznosci.

58 Zab. przypis 100.

“Ich darf jedoch ein Moment nicht unerwihnt lassen, welches wesentlich zu unserer Wissen-
schaft (zur Wahrschein-lichkeitsrechnung — J.D.) gehort. ich meine ihre philosophische Begriindung —
die Franzosen nennen es dic Metaphysik der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Jede Wissenschaft, welche sich wie die unsrige auf Begriffe und Grundsitze stiitzt, die nicht blof3
spontan gebildet und mathematisch verwertet werden. sondern auch eine gewisse reale Giiltigkeit in
Anspruch nehmen, so daf} die Resultate der Rechnung cine Anwendung auf die Wirklichkeit erhalten
sollen, jede derartige Wissenschaft erfordert nach Inhalt und Umfang cine philosophische Kritik. ...
Die Wabhrscheinlichkeitsrechnung hat also stets und besonders, wenn ihr ein neues Feld der
Anwendung gegeben wird, cine Erdrterung nétig, worin die Giiltigkeit ihrer Berechnungen genau
festgestellt wird™. Cantor, Historische Notizen iiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1873, w: GA,
s. 365 (357-367).

Na drugic znaczenie. ktdre wigzal Cantor z terminem .metafizyka”, zwrdcit uwagg A. Fracnkel:
Das Wort . Metaphysik™ hat tbrigens fur Cantor (éhnlich wie fur Gaul}) oft nicht die heute iibliche
Bedeutung, sondern in Anlehnung an den franzosischen  Sprachgebrauch ctwa den Sinn
.philosophische Kritik™ (ciner Wissenschalt)...”. A. Fracnkel, Das Leben Georg Cantors, w: GA,
s. 480 (452-483).

Spostrzezenie A. Fraenkla zostalo zancgowane przez H. Meschkowskiego: ,,Wir glauben nicht,
daB Fraenkel in seiner CANTOR-Biographic Recht hat. wenn er . Metaphysik™ bei Cantor als , philo-
sophische Kritik (einer Wissenschaft) deutet. Aus dem Briefwechsel des Gelehrten geht hervor. dafB er
das Wort ,Metaphysik™ durchaus im traditionellen Sinne verstand™. H. Meschkowski, dus den
Briefbiichern Georg Cantors, vorgelegt von I. E. Hofmann, . Archive for History of Exact Sciences™ 4
(1965) vol. 2, 5. 508 (503-519).

Dalsze rozwazania majg pokazac, zc racj¢ mial jednak A. Fraenkel, ktory twierdzil, 7e termin
metafizyka™ ma w pismach Cantora dwojakic znaczenic. Inna sprawa, ze Cantor czasami — jak si¢
wydaje — mieszal obvdwa znaczenia tego terminu [zob. przypis 104].
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Sugestie Cantora, pochodzace z roku 1873, a wigc stosunkowo wczesnego
okresu jego aktywnosci naukowej, wigza metafizyke¢ z niektdrymi przynajmniej
dyscyplinami naukowymi. Kazdej ze zbioru takich nauk przyporzadkowana jest
odpowiednia metafizyka. Cantor nazywa ja (albo caly zbidr metafizyk) inaczej
»filozofig krytyczng”. Bardzo istotna jest tez wskazdéwka, ze chodzi o znaczenie
terminu ,.metafizyka” wypracowane w tradycji francuskiej*

Te przestanki pozwalajg przyja¢ — jako sad dobrze uzasadniony — iz Cantor w
tym wypadku odwolywatl si¢ do tego znaczenia stowa ,,metatizyka”, ktore zaczglo
si¢ ksztaltowad w pierwszej formacji pozytywizmu francuskiego. w srodowisku
skupionym wokot J. d” Alemberta. Metafizyke zwigzano tam z naukami twierdzac,
ze jest ona rodzajem nauki drugiego stopnia. Przy czym to okreslenie metafizyki
jako .,nauki drugiego stopnia™ moglo by¢ rozumiane co najmniej dwojako:

a. metafizyka jest nauka korzystajacg z wynikdéw opracowanych przez inne
nauki — rodzajem syntezy nauk,

b. metafizyka jest nauka o zasadach nauk.

Jesliby metafizyce w znaczeniu b. przyporzadkowac funkcje nie tylko opisowa
czy encyklopedyczng, ale takze normatywna, to tak rozumiana metafizyka
moglaby by¢ stusznie nazywana ..filozofig krytyczng (nauk)”.

Cantor - jak sie wydaje — dos¢ swoiScie zinterpretowal krytyczna funkcje tak
rozumianej metafizyki. Przynajmniej w analizowanych tekstach z roku 1873 oraz
z roku 1883 nie twierdzit on, ze jej zadaniem jest podawanie i uzasadnianie norm
upla\wama nauki. Metafizyka byla w jego ujeciu naul\q drugiego stopnia, meta-
nauka®, poniewaz stuzyla ocenie, warto$ciowaniu pojeé 1 mel\torych twierdzen
(nazy wany(.h podstawowymi”) pojawiajacych si¢ w nauce®

2.3. Funkcje metafizyki jako metanauki

Dla dalszych rozwazan, majacych na celu doktadniejsza rekonstrukej¢ Canto-
rowskiego rozumienia terminu ,,metafizyka” i w konsekwencji kryterium matema-
tycznosei teorii, wazne bedzie ustalenie, jakie pojecia winny by¢ poddawane kry-
tycznej ocenie metafizyki? Tekst z roku 1873 pozwala ustalic dwa warunki, ktére
pojecia owe musiaty spetniac:

a. Sa to pojecia, ktore nie zostaly spontanicznie utworzone i nie mogly by¢
matematycznie wartosciowane (ocenione).

b. Sa to jednoczesnie pojecia, ktorym — wedtug Cantora — chciano przypisa¢
pewng ,realng warto$¢”. Nalezy to stwierdzenie rozumie¢ w ten sposéb, ze byty to
pojecia, o ktérych sadzono, Zze odpowiadaja jakiemus$ przedmiotowi (przedmio-
tom, zbiorowi przedmiotdéw) w Cantorowskiej sferze transsublektywnef"

Warunek a. oznaczat dla Cantora — jak nalezy sadzi¢ — tyle, ze w pewnych
naukach funkcjonuja pojecia, ktorych nie da sig sprowadzi¢ do pOJ(;c matema-
tycznych. Znaczy to, ze nie mozna ich zdefiniowaé za pomoca pojgc matema-
tycznych. Zatem ich wprowadzenie do nauki nalezy do zadaii metafizyki, filozofii
krytycznej. Dokonuje si¢ to przez jakies — blizej przez Cantora nie okreslone —
uzasadnienie, Zze pojeciom takim odpowiada korelat w rzeczywistosci trans-

o 7ob. przypis 59.

W tym znaczeniu metafizyka byla metanauka w relacji do fizyki.
%2 Zob. przypis 59.
8% Zob. przypis 59.
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subiektywnej. Innymi stowy: pojgcia spelniajace warunek a. mogly by¢ zasadnie
wprowadzone do nauki tylko wtedy, gdy za pomoca blizej nie sprecyzowanych
metod metafizyki potwierdzono, iz sad wyrazony w warunku b. jest zasadny.

Przeprowadzone badania pozwalaja precvzwjmej sformutowac negatywne,
metafizyczne kryterium 1m1tematycznoscn Cantora: teoria postugtquca sie cho-
ciazby jednym pojeciem, ktdorego nie mozna sprowadzi¢ do pojeé matematycz-
nych, nie nalezy do matematyki.

Jesli tak rozumie¢ sugestie Cantora z roku 1873, to metafizvka w drugim
znaczeniu bylaby dla niego metanauka, ktorej istotng funkcja jest:

|. Ustalenie. czy pojeciom niedefiniowalnym za pomoca poje¢ wystepujacych
w matematyce odpowiada korelat w rzeczywistosci transsubiektywne;j.

2. W konsekwencji rowniez rodzaj uzasadnienia — przez blizej nicokreslone
poznanie ,stanu rzeczy” w rzeczywistosci transsubiektywnej — .,podstawowych
twierdzen” (wedtug terminologii Cantora). w ktorych wystepuja scharakteryzowa-
ne \wiej pojgcia.

3.Na podstawie dokonanych ustalen 1. i 2. wprowadzenie wymienionych
poje¢ i twierdzen do nauki®.

64 Zob. s. 63.
% Przyklad stanowi wprowadzenic pierwszych pojeé i twierdzen. ktére legly u podstaw tzw.
Cantorowskiej hipotezy $wiata™ [Por. H. Meyer. Uber einige naturphilosophische Diskussionen im
Zusammenhang mit der Begriindung der \Iengenlelne durch Georg Cantor, .Wissenschaftliche
Zeitschrift der Humboldt Universitit. Mathematisch-naturwissenschaftliche Reihe™ 32 (1983) Hefl 3.
s. 301-304; P. Marnitz, Zum Verhdltnis der Unendlichkeitsbegriffe bei Friedrich Engels und Georg
Cantor, Wissenschaftliche Zeitschrift der Humboldt Universitéit. Mathematisch-naturwissenschatili-
che Reihe™ 26 (1977) Hefl 1. s. 103-104]. Do zadai metafizyki nalezalo w tym wypadku:

1. Ustalenie, ze pojeciom atomu materialnego i atomu  ecterycznego  odpowiadaja  byty
(precyzyjniej: zbiory bytow) istnicjace w rzeczywistosci transsubiektywnej.

2. Ustalenie wlasnosci tych byiow. kiére potem mialy zosta¢ opisane w podstawowych twierdze-
niach teorii:

a. atomy eteryczne wypelniajq calg przestrzen, ktora nie jest zajgta przez atomy materialne.

b. miara promienia atoméw obydwu typow jest bliska zeru, zaniedbywalna,

3. Uzasadnienie (rodzaj metarefleksji), ze tezy . 2a i 2b sq na tyle wiarygodne, iz pojecia opisane
w tezie | oraz same tezy 2a i 2b moga zosta¢ wprowadzone do nauki. Jak $wiadczy omawiany
przyklad, posiadaly one — w pojeciu Cantora — status hipotez.

Mozna doda¢ kolejny ctap, kiory najprawdopodobnicj zostalby przez Cantora rownie? sklasyli-
kowany jako zadanie filozofii krytycznej. Chodzi tu o uzasadnienie hipotezy stwicrdzajaccej
izomortizm zbioru wszystkich atomow, a wige przestrzeni {izyczne] z tréjwymiarowa przestrzenig
Euklidesowa. W ten sposéb Cantor tworzyl przeslanki, dla zbudowania modelu matematycznego
(topologicznego) teorii fizyczne;).

Wypada jeszcze wyjasnié istolg wspomniancj wyzej .,Cantorowskicj hipotezy $wiata™. Zaintereso-
wania tworcy leorii mnogosci nie ograniczaly si¢ do wysoce abstrakeyjnej, pozaskoficzonej tcorii
zbiorow. Twierdzil on. ze mozliwasci zastosowania niektorych idei teoriomnogosciowych poza
matematyka byly zawsze donioslym stymulatorem jego badan: .Eine der wichtigsten Aufgaben der
Mengenlchre, welche ich der Hauptsache nach in der Abhandlung . Grundlagen ciner allgemeinen
Mannigfaltigkeitslchre, Leipzig 1883 gelost zu haben glaube, besticht in der Forderung, die
verschiedenen Valenzen oder Michtigkeiten der in der Gesamtnatur. soweit sic sich unserer
Erkenntnis aufschlieft. vorkommenden Mannigfaltigkeiten zu bestimmen; dazu bin ich durch die
Ausbildung des allgemeinen 4nzahlbegriffs wohigeordneter Mengen oder, was dassclbe bedeutet, des
Ordnungszahlbegriffs gelangt”. Cantor, List do K. Lafiwitza = 15.02.1884, w: Mitteilungen zur
Lehre vom Transfiniten, 1887-88, w:GA. s.387-389 (378-439) [Korespondencja Cantora
z K. LaBwitzem zostala opracowana w artykule: W. [Zccarius, Georg Cantor und Kurt Lafwirz.
Briefe zur Philosophie des Unendlichien, \NTM. Schrifienreihe fiir Geschichte der Naturwissen-
schaften, Technik und Medizin™ 22 (1985) Hefl 1.s. 29 -32.

Jak rozumiat Cantor mozliwos¢ zastosowania swoich koncepeji teoriomnogosciowych w naukach
preyrodniczych? Przede wszystkim byl on krytycznie uslosunkowany do zalozen tkwiacych u
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Wypada przypomnieé. ze nauki, ktorych dotyczyly opisane czynnosci, zostaly
przez Cantora nazwane ,.metafizycznymi”. Matematyki czystej nie zaliczy! on do
nauk metafizycznych. Wlasnie to mialo odrozniaé ja w istotny sposéb od pozo-
statych nauk®.

podstaw fizyki araz innych nauk przyrodniczych. Twierdzil, ze szczegélnie te, kidre dotyczyly
budowy materii byly niewyraZzne inieprecyzyjne. Albo uprawiano nauki przyrodnicze bez
jakichkolwiek podstawowych zalozefi. okreslajacych fizyczna konstytucj¢ materii, albo przyjmowano
istnienic atomdw, korpuskut materialnych o minimalnych rozmiarach i dlatego rozeiaglych
W przestrzeni.

Zdaniem Cantora. dla rozwinigcia satysfakcjonujacej teorii. dobrze tlumaczacej zjawiska natury,
konieczne bylo przyjeciec dwu fundamentalnych hipotez. Pierwsza glosita, Zze zbidr wszystkich
czasteczek materialnych jest nieskoniczony. Wedlug drugiej nalezato traktowaé podstawowe elementy
materii jako nierozciggle punkly przestrzenne, poniewaz ich rozmiary w stosunku do wiclkosci
przestrzeni sa zaniedbywalne. Przyjgcie lakich zalozen umozliwiato — wedlug Cantora — bezpo$rednia
aplikacje wypracowanych przez niego twierdzei teoriomnogosciowych do nauk przyrodniczych.

Sugerowal on, 7¢ przekonal si¢ do przedstawionej wyzej koncepcji podstawowych form materii
dzigki lekturze takich autordw. jak M. Faraday. A. Ampere. W. E. Weber i A. Cauchy. Tym niemniej
zasadnicza inspiracja stala si¢ jawna dzigki przyjeciu przez nicgo charakterystycznej terminologii.
Llementarne skladniki materii. ktére utozsamial z nierozciaglymi jednostkami, pordwnywalnymi z
materialnymi punktami, nazwal .monadami™. Jak si¢ wydaje, to wlasnic monadologia G. W. Leibniza
stala si¢ istotng inspiracja Cantorowskiej wizji zastosowania tcorii mnogosci w naukach
przyrodniczych.

Nastepny krok uczyniony przez Cantora wskazywal, ze jego monadologia pozostawata w Scistym
swiazku z paradygmatem dziewigtnastowiecznej fizyki. Uznal on bowiem dychotomie w $wiccie
monad. przyjmujac zaréwno istnienic monad materialnych. jak i eterycznych. Najistotnigjsze na tym
ctapie bylo dla Cantora okredlenie mocy dwu roztacznych zbioréw monad. Przyjat on kolejne
zalozenie, kidre zwyklo si¢ nazywaé ..Cantorowska hipoteza swiata™. Otz ogét wszystkich monad
materialnych istniejacych we wszechswiecie miat konstytuowaé zbior nieskonczony. ale policzalny, o
mocy R, Za§ zbior wszystkich monad eterycznych byl nicpoliczalnie nieskonczony, o mocy
contimam, a wige . bogatszy” w elementy. Taka hipoteza byla uprawdopodobniona — wedlug Cantora
- dzigki udowodnionemu przez niego twierdzeniu, ze nieskonczonym zbiorom punktéw w przestrzeni
IZuklidesowej o dowolnym wymiarze przyslugiwaly jedynie dwie moce, odpowiadajace dwom
liczbom kardynalnym: Ry, i continuum.

Podobnie dowolne cialo fizyczne, bgdace zbiorem monad materialnych, mozna bylo traktowac
jako zbidr punktéw P. Zbior ten — na podstawic Cantorowskiej hipotezy — byl mocy X, natomiast
cteryczne monady zajmujace takq samq przestrzen, tworzyly zbior Q o mocy continuum. Cantor,
adwolujac si¢ do przyjelej wezesnicj techniki dekompozyeji zbiordw, dokonal rozlacznego podzialu
sbiorow P i Q [Por. Dadaczynski. dz cyt.. s. 140-141. W artykule tym podane zostaly szczegdly
dotyczace dekompozyceji zbiorow, opartej na wprowadzonych przez Cantora pojeciach adherencyi,
koherencji i inherencji zbioru].

Zdaniem Cantora. dokonany podzial zbiorow monad eterycznych i materialnych stanowil wystar-
czajacq podstawe dla wythumaczenia wielu wlasnodei materii. Sugerowal on. ze bedzie mozliwe
dotarcie do istoty takich zjawisk, jak clektrycznosé. magnetyzm. $wiatlo. a takze uchwycenie réznic w
skladzie i wlasnosciach chemicznych poszczegdlnych cial [Por. G. Cantor, Uber verschiedene
Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach ausgedehnten stetigen Raume G,
Zweite Mittheidung, 1883, w: GA. s.275-276 (261-277). Sformulowane tam zostaly najistotnigjsze
lezy omawiancj Jhipotezy Swiata™].

Wizja Cantora obejmowala zatem koncepcjg stworzenia feorii unitarnej. Teorii. dzigki ktorej
mozna by polaczy¢ poszezegélne dyscypliny fizyki i chemii. Podstawa i uniwersalnym jezykiem
jednoczacej teorii miata by¢ teoria mnogosci. Mozna — jak si¢ wydaje — doszukiwaé si¢ w takim
pomysle tesknot G. W. Leibniza za stworzenicm uniwersalnego jezyka, mathesis universalis, kiory,
niejako automatycznie, tlumaczylby powstajace w roznych naukach problemy.

® Zob. s. 65 i przypis 52.
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2.4. Ocena wartosci kryterium metafizycznego

Ze wzgledow logicznych nie mozna jednak bezkrytycznie zaakceptowaé wpro-
wadzone] przez Cantora kategorii metafizycznosci czy niemetafizycznosci (danej
nauki, teorii) jako kryterium matematycznosci. W jego wypowiedziach charaktery-
zujacych metafizyke i nauki metafizyczne (nauki poddane opisanej kontroli
metafizyki) mozna bowiem stwierdzi¢ istnienie ,.blednego kola™. Nauki te zostaly
wyodrebnione na podstawie opisanej relacji do metafizyki, a metafizyka okre$lona
wiasnie przez swa funkcje wobec nauk metafizycznych.

Tym niemniej wydaje sig, ze analizowane tel\sty zawierajg jakas intuicjg kry-
terium matematycznosci. Celem dalszych rozwazan bgdzie ujawnienie owej intui-
cji i wskazanie, w jakiej relacji pozostaje ona do kryterium metamatematycznego,
opartego na kategorii s lowadzalnosu

Analiza warunku a. Uja\\ mila, ze:

(1) jesli W_]a]\lejs teorii wystgpuje przy naJmmeJ jedno pojecie medehmowalnc
za pomoca pojec matematycznych, to teoria ta nie nalezy do matematyki®®.

Réwnowazna jest nastgpujaca postac tej tezy:

(2) jeshi teoria nalezy do matematyki, to kazde jej pojgcie mozna zdefiniowaé
za pomoca innych pojeé matematycznych.

W zasadzie teza ta posiada charakter tautologii i jako taka nie posiada zadnej
wartodci poznawczej. Jezeli jednak przypomni sie, Ze jeszcze przed rokiem 1873
przeprowadzona zostala arytmetyzacja matematyki (rozumianej ostensywnie) to
nie jest wykluczone, ze teza (2), a w konsekwencji teza (1) miala wyraza¢
nastepujaca intuicjg:

(3) jesli teoria nalezy do matematyki (rozumianej ostensywnie), to da si¢ ja
sprowadzi¢ do arytmetykl liczb naturalnych. Po roku 1884 nast@pmk tej implikacji
przybralby posta¢: teoria ta da si¢ sprowadzi¢ do teorii mnogosci.

Zatem wnioski z przeprowadzonych badan, doty: czqcych poszukiwanego,
drugiego kryterium matematycznosci Cantora — jesli przyja¢ poprawnos¢ rozumo-
wania prowadzacego do tezy (3) — sa nastgpujace:

I. Kryterium to tylko pozornie oparte jest na kategoriach filozoficznych (meta-
fizycznych, w akceptowanych przez Cantora znaczeniach). W rzeczywistosci od-
woluje si¢ ono do metamatematycznej kategorii sprowadzalnosci jednej teorii
matematycznej do teorii bardziej ,,podstawowej”.

2. Dlatego w istocie kryterium metafizyczne jest tozsame z metamatematycz-
nym l\ryTenum matematycznoscn ktére zostalo ujawnione w trakcie prowadzo-
nych analiz®”’. Zaklada wczesniejsze, ostensywne okreslenie tego, jakie teorie nale-
73 do matematyki.

3. Analizowane kryterium zostalo podane w formie negatywnej. Jego sformu-
lowanie jest operatywne w tym znaczeniu. ze ujdwnienic W danej teorii chocby
Jednego pojecia, ktorego nie mozna zdefiniowa¢ za pomocg pojeé nalezacych do
matematyki (rozumianej osfensywnie). pozwala stwierdzi¢, ze jest ona ni-
ematematyczna. Je$li zastosowany jest w niej pojgciowy aparat matematyczny (w
jakim zakresie?), mozna ja zaliczy¢ do matematyki (teorii mnogosci) stosowanej.

7 Zob. 5. 67 n.
® Teoria ta Jest..poddana kontroli metafizycznej™ | zob. przypis 51].
8 Zob. przypis 44.
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Inng sprawa jest, ze Cantor nigdzie nie okreslit algoryvtmu: jak rozstrzygnag, czy
dane pojecie jest, czy nie jest definiowalne za pomoca pojeé matematycznych?

Zatem w wyniku przeprowadzonych badan okazalo si¢. ze Cantor tylko
pozornie postugiwal si¢ drugim. metafizycznym kryterium matematycznosci teorii.

Otwarty pozostaje dalej problem. jak na podstawie wypowiedzi Cantora
znalez¢ uzasadnienie dla przypuszezenia, ze sprowadzalnos¢ teorii do teorii mno-
gosdci — z logicznego punktu widzenia — mogla zasadnie przejaé funkcje ostensyw-
nego kryterium matematycznosci. To znaczy: czy i jak eliminowal on dopusz-
czalng 7 logicznego punktu widzenia mozliwo$¢, ze sprowadzalnos¢ do teorii
mnogosci mog{a wyznaczaé szerszy zakres terminu ,matematyka” niz kryterium
ovtensvwne"

Jak zaznaczono, Cantor stwierdzil w roku 1884, ze czysta matematvka jest
czystq teoriq mnogosci. Zaraz potem podal caly szereg dyscyplin naukowych,
ktére zaliczyl do stosowanej teorii mnogosci, a wezesniej zaliczal do matematyki
stosowanej”. Z drugiej strony wlasnie one stanowily zbiér teorii, odnosnie do
ktérych najbardziej zasadnie mozna bylo postawi¢ pytanie: czy nie daja si¢ one
sprowadzi¢ do teorii mnogos$ci? Skoro Cantor zdecvdowanie zaliczyl je do
stosowane] teorii mnogosci, oznacza to, ze na postawione pytanie odpowiedziatby
negatywnie. By¢ moze — czego jednak nie ujawnil — przeanalizowal niektore
pojecia tych teorii, stwierdzajac, ze sa niedefiniowalne (niesprowadzalne) w kate-
goriach matematyki wyznaczonej osrensywnie — a zatem i teorii mnogosci. Jedynie
zaprezentowane tu rozumowanie stanowi przestanke, na podstawie ktorej Cantor
mdgl zasadnie uznaé, ze pojecie matematyki okreslonej jako zbidr tych i tylko
tvch teorii, ktére byly sprowadzalne do teorii mnogosci, mialo ten sam zakres
znaczeniowy co pojecie matematyki wyznaczonej tradycyjnie. ostensywnic,
oczywiscie wraz z teoria mnogosci.

3.Metoda wyrdznikiem matematyki?

Szukajac w tekstach Cantora dodatkowego kryterium okreslajacego swoistos$¢
matematyki, warto zwrdci¢ uwage, iz wspotczesnie niektorzy znawcy zagadnienia
wskazuja. ze wylacznym kryterium jest stosowanie metody aksjomatyczno-
dedukcymej Dlatego trzeba zapytal: czy — przynajmniej implicite — takie
rozwiazanie nie jest zawarte w pracach tworcey teorii mnogosci?

' Zob. 5. 58. 64,

Zaklada \iq tutaj. z¢ w pojeciu Cantora teoria mnogosci nalezala do zakresu terminu

matemal\ ka™ wyznaczoncgo ostensywnie.

Unter  angewandler \Iengen/elue verstehe ich Dasjenige. was man Naturlehre oder
Kosmologie zu nennen pilegl, wozu also die simtlichen Natwrwissenschafien gehoren. sowohl die auf
dic anorganische. wic auch auf die organische Welt sich beziehenden. ... .

Dic mathematische Physik wird von der Typentheorie gleichfalls betroffen. weil sich letztere als
ein michtiges und tief einschneidendes Werkzeug zur Ergriindung und zur begrifflichen Construction
der sogenannten Materie ausweist.

Damit hiingt auch die Anwendbarkeit der Typentheorie in der Chemie zusammen ... .

Von ganz besonderem Interesse scheinen mir aber dic Anwendungen der mathematischen 7ypen-
theorie auf das Studium und die Forschung im Gebiete des Organischen zu sein™. Cantor,
Prmczpzen ciner Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung, s. 85 |zob. tez przypis 52].

“Por. Perzanowski, Podstawy matematyki i logiki. s. 150.
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3.1. Apodyktyczny charakter aksjomatdw

Cantor wyraznie podkreslat, ze matematyka jest nauka dedukcyjna”. Natomiast
istotne watpliwosci moze budzi¢ doszukiwanie si¢ u niego przekonanla 0 potrze-
bie aksjomatyzacji matematyki. skoro nigdy nie podjat nawet proby zaksjomatyzo-
wania stworzonej przez siebie teorii mnogosci. Watpliwosci sg tym wieksze. ze —
jak pokazano wczesniej — uznawal on teori¢ mnogosci za .podstawowa” teorig
matematyki.

Warto jeszcze zwrocic uwage, ze Cantor, ktory poczatkowo rozwijal teorie
mnogosci w sposob malo systematyczny podjal w latach 1895-1897 prébe pewne-
go je| usystematyzowania’. Oczywiscie nie podal systemu zaksjomatyzowanego,
a jedynie uporzadkowany zespél twierdzen i definicji, oparty na wprowadzonych
na samym poczatku pracy ontologicznych intuicjach dotyczacych natury zbioru.
Zas E. Zermelo, aksjomatyzujac teorig mnogoscx staral si¢ zachowac jak naJ—
wigcej z tej jej przedaksjomatycznej wersji i jednoczesnie uniknaé antynomii’”.
W tym znaczeniu praca Cantora z lat 1895-1897 byta lstotnym krokiem w kie-
runku stworzenia aksjomatycznego systemu teorii mnogosci.

Pytanie o to, na ile matematyka wedtug Cantora jest lub winna by¢ systemem
aksjomatyczno-dedukcyjnym, mozna stawia¢ zasadnie tym bardziej, ze nie tvlko
formulowal on pewne aksjomaty explicite, ale w jego pracach mozna si¢ rowniez
doszuka¢ elementow refleksji nad naturg aksjomatéw i ich funkcja w matematyce.

Generalnie nalezy stwierdzi¢, ze wedlug Cantora w matematyce — cho¢ nie we
wszystkich dyscyplinach — dopuszczalne sg dwa rodzaje aksjomatow:

I Aksjomaty ..w starym znaczeniu tego slowa”, ktore sg .prostymi, niedo-
wodliwymi prawdami™.

Uwzgledniajac podkreslany mocno przez Cantora izomorfizm transsubiektyw-
nej i intrasubiektywnej sfery rzeczywistosci nalezy sadzi¢, ze chodzilo mu w tym
stwierdzeniu o prawdg semantyczna, rozumiang klasycznie. Przy zalozeniu, ze tyl-
ko takie aksjomaty moga naleze¢ do zdan matematyki. zardwno one, jak i w kon-
sekwencji wszystkie inne zdania matematyki s niepodwazalne i bezwarunkowo
pra_g;glziwe (semantycznie). Takie stanowisko okresla si¢ mianem ,apodvktyz-
mu”

B por. Cantor. Uber unendliche lineare Punktmannig-faltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer

a/[gememen Mannigfaltigkeiislelre, w: GA.s. 207,
Por Cantor, Beitrdge zur Begriindung der transfiniten \{engenlelne

"It has not. however., been successtully replaced by one that is just as simple and does not give
rise to such reservations. Under these circumstances there is at this point nothing left for us to do but
to proceed in the opposite direction and, starting from set theory as it is historically given, to seek out
the principles required for establishing the foundations of this mathematical discipline. In solving the
problem we must, on the one hand, restrict these principles sufliciently to exclude all contradictions
and. on the other. take them sufficiently wide to retain all that is valuable in this theory™ E.
Zermelo, Untersuchungen tiher die Grundlagen der Mengenlehre, .Mathematische Annalen™ 41
(1908) Bd. 635, s. 261 (261-268), tlum. angielskie za H. Wang, From mathematics to philosophy.
London 1974, s. 190.

6 Mit anderen Worten: Dic Tatsache der .Konsistenz™ endlicher Vielheiten ist eine einfache,
unbeweisbare Wahrheit, ¢s ist .Das Axiom der Arithmetik™ (im alten Sinne des Wortes). Und ebensa
ist die ..Konsistenz™ der Vielheiten, denen ich die Alefs als Kardinalzahlen zuspreche ..das Axiom der
erweiterten transfiniten Arithmetik™. Cantor. List do R. Dedekinda = 28.08.1899. w: GA. s. 447-
448.

T Por. Perzanowski, dz. eyt s. 144,
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2. Aksmmaty ktére maja charakter hipotez. Ich przykladem sa aksjomaty roz-
nych geometrii™. Przez odniesienie do Cantorowskiej charakterystyki aksjomatow
pierwszego typu mozna by je okresli¢ jako .,aksjomaty w nowym znaczeniu tego
slowa™. Stanowisko, ktore przvimuje, iz w matematyce wystepuja jedynie
aksjomaty-hipotezy, i ze w konsekwencji twierdzenia malematycme sg tylko
warunkowo prawdziwe. okresla si¢ mianem . hlporety:mu

Dopuszczenie przez Cantora obydwu typow akSJomatow wydaje si¢ na pierw-
szy rzut oka paradoksalne, a przynajmniej niekonsekwentne. Nalezy jednak przy-
pomniec, ze w trakcie wezesniejszych analiz dotyczacych jego filozofii matema-
tyki dostrzezone zostaty dwie tezy, z ktorych jedna wydaje sig Scisle zwiazana ze
skrajng forma apodyktyzmu, zas druga ze skrajng forma hipotetyzmu.

Pierwsza wyrazala sad o tym, Ze skoro istnieje izomorfizm rzeczywistosci
transsubiektywnej i intrasubiektywnej, to twierdzenia matematyki opisuja jakis
wycinek rzeczywistosci transsubiektywnej. Zatem twierdzenia matematyki sa
prawdziwe (semantycznie). Druga teza glosita konwencjonalny charakter ma-
tematyki w tym znaczeniu, ze wyrazala przyzwolenie na wprow adzenie do mate-
matyki dowolnego nowego pojecia, definiowanego za pomoca pojeé juz wezesniej
wprowadzonych do matematyki. byle tylko nowe pojgcie bylto niesprzeczne.

Pierwsza z tez jest wyrazem apodyktyzmu, druga, gdyby rozumieé ja szerze
i jednoczesnie potraktowaé aksjomatyke (niesprzeczng) jako uwiktana definicje
poje¢ pierwotnych, bylaby w istocie twierdzeniem hipotetyzmu. Jak zatem wedtug
koncepcji matematyki Cantora mozliwe bylo dopuszczenie dwu typdw aksjoma-
tow? Jak godzit on upodyvktvzim z hipoteryzmen?

Rozwigzanie tego problemu nalezy rozpocza¢ od ponownego wskazania, ze
wedlug Cantora nie kazdy typ aksjomatu mogt wystgpowac w kazdej teorii nale-
7acej do matematyki. Przede wszystkim nie dopuszczal on mozliwosci wprowa-
dzenia aksjomatow-hipotez do arytmetyki. a w zasadzie do teorii mnogosci.
Odrzucil bowiem propozycje G. Veronese, aby teori@ typdw porzadkowych —a w
konsel\wenc;l arytmetyke liczb naturalnych — oprzeé na tak rozumianych aksjo-
matach®.

W istocie oznaczalo to odrzucenie mozliwosci istnienia dwu nieréwnowaznych
aksjomatyk teorii mnogosei®'. Powdd stanowito przekonamc ze twierdzenia tej
teorii wyrazajg mcpodwazalne prawdy podstawowe™. Innymi stowy: jesliby

B =Von Hypothesen ist in meinen arithmetischen Untersuchungen iiber das Endliche und Trans-
finite tiberall gar keine Rede, sondern nur von der Ergriindung des Realen in der Natur Vorhandenen.

Sie hingegen glauben nach der Art der Metageometer Riemann, Helmholtz und Genossen,
Hypothesen auch in der Arithmetik aufstellen zu kénnen. was ganz unmdoglich ist; darin licgt Thre
ehenso verhingnisvolle wie ungliickliche Tauschung. von welcher ich Sic nicht abbringen kann und
mag™. G. Cantor, List do G. Veronese = 17.11.1890. w: W. Purkert. H. L. [lgadus, Georg Cantor
1845-1918.5. 202 (202-203).

C"xmor zallcml geometri¢ do coystej matematyhi [7ob. przypis 25).

w© “Por. Perzanowski, dz cyt., s. 144,

o Zob. przypis 78.

Lob przypis 78.

“So wenig sich in der Arithmetik der endlichen Anzahlen andere CGrundgeseize aufsicllen
lassen. als die seit Alters her an den Zahlen 1. 2,3 ... crkannten, ebenso wenig ist cine Abweichung
von den arithmetischen Grundwahrheiten im Gebiete des Transfiniten moglich.

«Hypothesen», welche gegen dicse Grundwahrheiten verstofien, sind cbenso falsch und wider-
sprechend. wie etwa der Satz 2 + 2 = 5 oder ein vicreckiger Kreis. Es geniigt fiir mich, derartige
Hypothesen an der Spitze irgend einer Untersuchung gestellt zu sehen, um von vorn herein zu wissen,
daf} diese Untersuchung falsch sein muss™. Cantor, dz. cyt., s. 202,
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zdecydowal si¢ na aksjomatyzowanie intuicji dotyczacych zbioru, to dopusz-
czalna bylaby tylko jedna aksjomatyka lub ewentualnie aksjomatyki jej réwno-
wazne.

Skoro za$ wedlug Cantora czysta matematyka jest czystq teoriq mnogosci. co
sugeruje, ze wszystkie dyscypliny matematyki (definiowanej ostensywnie) mozna
wyprowadzi¢ z teorii mnogosci, zatem deklarowana przez niego ..wolnos$¢™ mate-
matyki byla wzgledna. Istotne jej ograniczenie stanowity bowiem intuicje dotycza-
ce wlasnosci zbioru oraz — jak mozna sadzi¢ — jedyna aksjomatyka teorii mno-
gosci. gdyby zdecydowal si¢ on na aksjomatyzacj¢ stworzonej przez siebie teorii.

Przedstawiona argumentacja pozwala jednocze$nie potwierdzi¢ formulowany
wczesniej wniosek, ze Cantor stal na stanowisku apodyktyzmu. Tym bardziej pro-
blematyczne wydaje si¢ dopuszczenie przez niego aksjomatow- hlpotez W przy-
najmniej jednej dyscyplinie matematycznej, mianowicie w geometrii™

Plzystqptuqc do ukazania mozliwosci rozwiazania powyzszego problemu nale-
zy przypomnie¢, ze Cantor byl przeciwnikiem Kantowskiego przekonania. glosza-
cego iz podmiot poznajacy posiada jakies aprioryczne wyobrazenie przestrzeni, na
ktorym budowana jest geometria. Dopuszczal on tez istnienie przestrzeni o rdz-
nych wiasnosciach topologicznych (przestrzenie ciagle i nieciagle) nie rozstrzy-
gajac, ktora z nich dobrze opisuje wlasnosci ..rzeczywlstej przestrzeni fizycznej
i jako taka moze stanowié¢ podstawe mechaniki®

Powyzsze przeslanki sa dodatkowymi argumentami za tym, ze Cantor akcepto-
wat wielo$¢ geometrii na gruncie matematyki.

Jednoczesnie byt on przedstawicielem szkoly weierstrassowskiej, ktéra istotnie
przyczynila si¢ do arytmetyzacji matcmatyki Trzeba tez przypomnieé, ze okolo
roku 1870 udato si¢ zarytmetyzowa¢ geometrie nie-Euklidesowe, przez wskazanie
ich modeli w geometrii Luklldeso\\fejSS | wlasnie w tym fakcie nalezy sig do-
patrywaé zaakceptowania przez Cantora w matematyce réznych geometrii, o ak-
sjomatach ktorych twierdzono, Ze sa po prostu hipotezami.

We wspomnianym liscie do G. Veronese zawarte jest stwierdzenie, ktore
mozna interpretowac w ten sposob. ze dla Cantora warunkiem koniecznym i wy-
starczajacym zaakceptowania jakiej$ geometrii byta mozliwos¢ jej arytmetyzacji —
zapewne posredmo przez wskazanie modelu w zarytmetyzowanej juz wczesniej
innej g,eometrn Innymi slowy: Cantor nie negowal prob budowy réznych
geometril, opart)ch na réznych zbiorach aksjomatow, ale geometria taka byla
\HE{CLOIM do mdtematylu doplelo w momencie jej awtmetyzacll Ar\“[melyzaCJa
jakiej$ geometrii bytaby w takim ujeciu réwnoznaczna z “uzasadnieniem™ jej
aksjomatéw-hipotez i konstatacja apodvkiycznego charakteru jej twierdzen.
Generalnie wigc wszystkie twierdzenia matematyki bylyby w tym ujeciu nie-
podwazalne i bezwzglednie prawdziwe (semantycznie). a hipotetyzm niektorych
teorii matematyki tvlko pozorny.

Oczywiscie takie rozwiazanie, wedlug ktérego wszystkie twierdzenia roznych
geometrii sg bezwzglednie prawdziwe (semantycznie), stwarza nowa sytuacje pro-
blemowa, szczegdlnie trudna, ale i typowa dla wszystkich filozoféw matematyki

Lob przypis 78.

Zoh przypis 34 .

8% Zab. przypis 17.

“Geometrische Theorien, welcher Art sic auch seien. stehen unter den Gesetzen der Arithmetik,
sowohl der finiten wic der transfiniten. Ilvpolhesm welche dicsen Gesetzen widersprechen. sind
unter keinen Umstidnden zuldssig™. Cantor, dz. eyt., s. 202.
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wychodzacych z zalozen platonskich. Tego zagadnienia Cantor, nie poswigcajacy
geometrii i filozofii geometrii zadnej praktycznie uwagi, nie podjal.

Wypada zauwazy¢, iz Cantor nigdzie nie postawil wymogu aksjomatyzacji
kazdej teorii matematycznej. Nie traktowal on — przynajmniej w swej praktyce
matematycznej — aksjomatdw jako ,.danych wyjsciowych™ teorii. Jesli explicite
pojawialy si¢ w jego pracach tezy, ktore mozna by okres$li¢ mianem tez
niedowodliwych™, 1o raczej pelnily one funkcje lematdéw — pomocniczych tez,
niezbednych dla dowodu danego twierdzenia. Ztych wzgledow nie mozna
twierdzi¢, iz stosowanie metody aksjomatyczno- dedukcyjnej peinilo wedlug
l\oncepcy Cantora funkcje kryterium matematycznosci teorii.

3.2. Apodykiyzm aksjomatow i twierdzen jako kryterium matematycznosci?

Badania prowadzone w niniejszej pracy wykazaly. ze matematyka byta wedtug
Cantora nauka aprioryczng i dedukcyjna. Uwzgledniajac przeprowadzone wyzej
analizy nalezy uzupelnic, ze byla nauka apodyvktyczng.

Natomiast nauki zaliczane do matematyki stosowanej — pdiniej do stosowanej
teorii mnogosci, nauk metdtlzycznych — wychodzily od hipotez dotyczacych
rzeczywistosci transsubiektywnej®’. Nie mozna na podstawie tekstéw Cantora
rozstrzygnal: czy hipotezy te posmdaly w jego ujeciu charakter sadow aprio-
rycznych, czy tez byly uzasadniane a posteriori?

Po utozsamieniu pojeé wystepujacych w pierwszych twierdzeniach-hipotezach
tych nauk z pojeciami teorii mnogosci (matematyki) — do twierdzen pochodnych
dochodzito si¢ metoda dedukcyjna, tworzac w ten sposob matematyczny model
pewnego ,fragmentu” rzeczywistosci transsubiektywnej*’. Za dedukcyjnym cha-
rakterem wspomnianych nauk przemawia ito, ze wedhlg Cantora stosowany w
nich jezyk (formalizm) teorii mnogosci (matematyki) bvl w jego przekonaniu
poszukiwana juz przez G.W. Leibniza forma mathesis universalis™. Nie jest wiec
wykluczone, ze Cantor zgodzitby si¢, iz metoda nauk zaliczanych przez niego do
matematyki stosowanej (nauk metatlzyczny ch) to metoda dedul\C) jna.

Zatem ani 0 aprioryzmie. ani o metodzie dedukcyjnej nie mozna orzec z cala
pewnoscia, ze petnily — w prezentowanej koncepcji Cantora — funkcje kryterium
matematycznosci.

Natomiast z pewnoscia, ze wzgledu na charakter pierwszych, niedowodliwych
twierdzen, teorie zaliczane do matematvki stosowanej byly dla tworcy teorii
mnogosci teoriami hipotetycziymi, za$ matematyka czysta nauka apodyktyczng.

Stwierdzenie, iz matematyka jest nauka apodyktyczng, oparte zostalo na
przel\onamu ze wszystkie teorie matematyczne sg sprowadzalne do teorii
mnogosci’', a podstawowe twierdzenia tej ostatniej sa bezwarunkowo prawdziwe

5T 7ob. praypis 65.
* Zob. s. 68.
lipotezy uzasadnianc byly na gruncie metafizyki. w drugim ujawnionym w tej pracy znaczeniu —
cho¢ nie wiadomo w jaki sposob. Czy chodzilo o jakas tormg ., doswiadczalnego™ odwolania do rze-
czywislodci transsubiektywnej? Czy generalna preferencja platofiska nie jest wtym wypadku
przeslankg wskazujacg jednak na jakas forme aprioryzmu?
Oczywiscic problemem pozostaje wowczas weryfikacja. kiora winna wprowadzi¢ w takicj czy
mne(! formie indukejg [zob. przypis 65].
o Zob. przypis 65.
Zob.s. 74-74.
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(w znaczeniu semantycznym). Innymi stowy: apodyktyzn twierdzei matematyki —
w koncepcji Cantora — stanowi tylko pochodng metamatematycznego Kryterium
matematyczno$ci. opartego na kategorii sprowadzalnosci teorii. Apodyktyzm nie
moze pelni¢ funkcji autonomicznego krﬁenum

[I. ZWIAZKI MATEMATYKI Z INNYMI NAUKAMI

Innym sposobem charakterystyki swoistosci matematyki jest okreslenie jej
stosunku do innych nauk lub szerzej — jej miejsca w kulturze.

I.Matematyka a nauki przyrodnicze

W zasadzie relacja: matematyka a nauki przyrodnicze w ujeciu Cantora (w
jego terminologii: matematyka czysta a matematyka stosowana) zostala juz na-
$wietlona w rozwazaniach dotyczacych kryteriow demarkacji migdzy tymi nau-
kami. [stotna réznica migdzy naukami przyrodniczymi a matematyka polegala jego
zdaniem na niesprowadzalnosci podstawowych pojeé nauk przyrodniczych oraz
tez, w ktorych zostaly one zawarte, do pojeé i twierdzen matematyki. Podstawowe
twierdzenia nauk przyrodniczych zostaly przez niego sklasyfikowane jako
hipotezy.

Tym niemniej jezyk nauk przyrodniczych mogt i powinien by¢ zmatematyzo-
wany. Takie przekonanie mialo swe uzasadnienie migdzy innymi w platonskich
inspiracjach filozofii Cantora, ktore zostaly wyrazone w tezie o izomorfizmie dwu
sfer rzeczywistosci: transsubiektywnej i intrasubiektywnej. Aby jednak twierdze-
nia nauk przyrodniczych mogly zostaé zmatematyzowane i jednoczesnie dobrze
tlumaczyly procesy zachodzace w sferze transsubiektywnej, nalezalo najpierw:

1. Ustali¢ na plaszczyZnie refleksji metafizycznej, ze podstawowe pojecia nauk
przy rodniczych maja sw0Je korelaty w sferze transsubiektywnej i”

2. Przyjaé, zapewne réwniez na podstawie refleksji natury metaﬁzycznej, iz
zachodzi izomorfizm migdzy badanym w naukach przyrodniczych ,,wycinkiem”
rzeczywistosci transsubieklywnej a wybrang dziedzing matematyczna. W ten
sposdb obiektom fizycznym przyporzadkowano by elementy, wzglednie podzbiory
wybranej dziedziny matematycznej. Innymi leW} nalezalo dokona¢ wyboru
modelu matematycznego ,.wycinka” rzeczywistosci transsublel\tywnej

Istniat zbiodr roznvch modeli matematycznych dla opisu danego aspel\tu sfery
transsubiektyw nej™. Cantor byt przekonany o mozliwosci tworzenia réznych mo-
deli tej samej rzeczywislos’ci. Sadzil tez, ze dzigki zastosowaniu jezyka matema-
tyki — a dokfadniej teorii mnogosci — uda si¢ stworzy¢ rodzaj mathesis universalis,

Apodvkiyeznego charakteru twierdzen geometrii —w Koncepeji Cantora — mozna broni¢ wylacznie
na podstawic dokonanej w dziewigtnastym wieku anuml»zacji geometrii (a wige sprowadzalnosci do
arytmetyki liczb naturalnych — w konsekwencji zas do teorii mnogosci).

> W przypadku Cantorowskicj hipotezy $wiala chodzito o pojecia: monady eteryeznej, monady
materialnej oraz przestrzeni fizycznej [zob. pl/vplsy 34. 65].

3 Cantor utozsamil przestrzen fizycezna z tréjwymiarowa przestrzenia Euklidesowa, zas monady 7
punktami l¢j przesirzeni [zob. preypisy 34, 65].

W opisie rzeczywistosci transsubicktywnej mozna sig byto postuzy¢ — zdaniem Cantora - prze-
strzeniami o réznych wlasnosciach topologicznych |zob. przypis 34].
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dobrze tlumaczacej wszystkie problemy w zakresie fizyki, chemii oraz nauk
organicznych”.

2.Matematyka a filozofia

Zgodnie z przyvjetymi zatozeniami, dalszym etapem prezentacji charakterystyki
matematyki zawartej w pismach Cantora begdzie ukazanie, jakie relacje wiazaly
wedlug niego matematyke z filozofia oraz z teologia”™. Nalezy zaznaczy¢, ze nie
bedzie chodzilo o ,.rzeczywiste™ relacje migdzy zalozeniami ontologicznymi.
heurystycznymi lub poznawczymi a matematyka uprawiang przez Cantora lecz
przede wszystkim o zwiazki przez niego dostrzegane i deklarowane. Znajomosé
relacji pierwszego typu moze petnié jedynie funkcj¢ pomocnicza, uzupehiiajaca,
edy trudno bedzie jednoznacznie ustali¢ jego stanowisko w jakiejs kwestii.

Cantor zawezil w zasadzie opisy relacji miedzy filozofia a matematyka do
relacji miedzy metafizyka, rozumiang jako ontologia, a matematyka. Metafizyka
bvla logicznie pierworna w stosunku do matematyki. Tym niemniej w relacji
migdzy nimi tworca teorii mnogosci dostrzegal dwie skladowe. ktore czynily z tej
zaleznosci rodzaj sprzezenia zwrotnego (,Tauschverkehr”)”. Idac za tym
spostrzezeniem, wypada podzieli¢ analize relacji ontologia-matematyka na dwie
czescei, ktore wyjasnia, jak postrzegal Cantor zalezno$¢ matematyki od ontologii i
ontologii od matematyki.

2.1. Zaleznos¢ matematyki od ontologii

Charakterystyke zaleznosci matematyki od ontologii wyrazit Cantor w
stwierdzeniu, ze ..ogéIna teoria mnogosci ... nalezy do metafizyki™. Istnialy dwie
— jak si¢ wydaje — przestanki, na ktorych opart on wspomniang tezg:

9% Zob. przypisy 34. 65.

% W pracach Cantora nic ma zadnej wyraznej wskazowki. jak rozumiat on termin .nauka”
(..Wissenschaft™). Z drugicj strony twierdzil. ze metafizyka jest nauka [zob. przypis 97]. a w Leologii
moze dokonywaé sig ..naukowy postep™ [zob. przypis 108]. Nalezy zalem sadzi¢. ze Cantor byl
sktonny  klasvfikowa¢ zardbwno metafizykg, jak 1 jakas tformg teologii (najprawdopodobnicj
spekulatywng tcologi¢ neotomistyczna. byl bowiem w kontakcie z tymi myslicielami katolickimi,
ktorzy na bazic neotomizmu cheieli odnowic teologi¢) jako nauki (.,Wissenschaft™).

77 Denn ich gehsre nicht zu Denjenigen. welche wegen der mancherlei Misserfolge. welche die
Metaphysik durch die Versehen einiger ihrer Bearbeiter. besonders in diesem und im vorigen Jahr-
hundent. geerntet hat. diese Wissenschaft selbst gering schitzen; ich glaube dass Metaphysik und Ma-
thematik von Rechiswegen in einem Tauschverkehr stehen sollten und dass in den Zeiten ihrer ent-
scheidensten Fortschritte sie eng verbriidert auftreten™ Cantor, Principien einer Theorie der Ord-
nungstpen. Erste Mittheilung. s. 83. )

.Die allgemeine Mengenlehre, welche Thnen sowohl in der Schrift ..Zur l.ehre des Trans-
finiten™ wic auch in dem ersten Artikel der begonnenen Arbeit | Beitriige zur Begriindung der
transfiniten Mengenlebre™ in ihren Principien entgegentritt, gehort durchaus zur Metaphysik. Sie
iberzeugen sich hiervon leicht, wenn Sie die Kategorien der Kardinalzahlen und des Ordnungstypus.
diese Grundbegriffe der Mengenlehre, auf den Grad ihrer Allgemeinheit priifen und auBerdem
bemerken, dafd bei Thnen das Denken vollig rein ist, dafd der Phantasie nicht der geringste Spiclraum
eingeriumt ist. Hicran wird durch die Bilder nichts gedndert, deren ich mich gelegentlich, wie es alle
Metaphysiker thun, zur Klarlegung metaphysischer Begritte bedicne. und auch der Umstand, daB die
unter meiner Feder noch entstehende Arbeit in mathematischen Journalen herausgegeben wird,
modifiziert nicht den metaphysischen Charakter und Inhalt derselben™. Cantor, List do P. Th. Essera
z 1-15.02.1896. w: Meschkowski, Aus den Briefbiichern Georg Cantors. s. 513.
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I. Teoria mnogosci postugiwata sig, podobnie jak ontologia, kategoriami bar-
dzo ogdlnymi. Cantor wy mienit pojegcia liczby kardynalnej i typu por: zqdkowego
Poniewaz teoria mnogosci postugiwala sie tak ogolnymi pOJQClal11I dlatego po-
siadata — jego zdaniem — ,,metahzyczny charakter i zawarto$¢™ (,.den metaphy
sischen Charakter und Inhalt™)”. Nalezaloby dodag, ze ich ogélnos¢ bylta pochocl—
ng ogoInosci podstawowego pojecia teoriomnogosciowego, to znaczy zbioru'®

2. Podstawowe intuicje, charakteryzujace pojgcie zbioru. zostaly przez Cantora
wyrazone w I\ategonach ontologicznych. Zbiér byl w jego pojeciu czyms ,.po-
knewnym idei Platona'

Przekonanie Cantor a, iZ teoria mnogosci nalezy do metafizyki, w zestawieniu z
przestankami. ktore stanowily podstawg owego przekonania, pozwala wniosko-
wac. ze postrzegal on teori¢ mnogosci jako czes¢ metafizyki w znaczeniu
ontologii. czyli ogodlnej teorii bytu. Wyjasnienie tego, jak pojmowal on relacje
metafizyki do matematyki, wymaga jeszcze okreslenia znaczema Jakie w cytowa-
nym tekscie'” zwiazat Cantor z terminem ,,teoria mnogosci”. W niniejszej analizie
trzeba uwzgledni¢ dwa znaczenia:

a. (wezsze) — teoria mnogosci jest g teoria, ktdra Cantor ,,odkryl™,

b. (szersze) — na mocy metamatematycznego kryterium matematycznosci
termin teoria mnogosci” jest rOwnoznaczny zlerminem ,.matematyka”. Cala
bowiem matematyka moze zosta¢ wyrazona w kategoriach teoriomnogosciowych.

Przy uwzglednieniu drugiej mozliwosci, matematyka stanowilaby poddyscypli-
ne ontologii. Wydaje si¢ jednak, ze Cantor mial na mysli pierwsze, wgzsze
znaczenie terminu , teoria mnog,os'ci"’ Przede wszystkim dlatego. ze w cytowanym
tekdcie zdaje si¢ ja zawgza¢ do teorii, w kiorej wypracowuje si¢ pojecia liczby
kaldynalne() oraz typu porzqdl\()\\ego. i wramach ktérej rozpatruje sig ich
wlasnosei'

Zatem relacje ontologia-matematyka w ujeciu Cantora mozna by scharaktery-
zowaé nastepujaco: ,podstawowa” teoria matematyczna, teoria mnogosci, jest
czescia ontologii. Wszystkie teorie matematyczne sa sprowadzalne do ontologii.
Ostatnig tez¢ mozna interpretowac i w ten sposob, ze teoria mnogosci dostarcza
wszystkim teoriom matematycznym stosownych zatozen ontologicznych.

2.2. Stosowalnos¢ metod matematycznych w ontologii

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami nalezy teraz przystapi¢ do analizy zaleznosci
ontologii od matematyki. Na podstawie tekstow Cantora mozna ukaza¢ dwa typy
owej zaleznosci:

9 Zob. przypis 98.

o0 ~Mannigfaltigheitslehre. Mit dicsem Worte bezeichne ich einen sehr vicl umfassenden l.chr-
begrill. "den ich bisher nur in der spezicllen Gestaltung einer arithmetischen oder geometrischen Men-
genlehre auszubilden versucht habe. Unter einer .Manniglaltigkeit” oder ,Menge™ verstehe ich
niamlich allgemein jedes Viele, welches sich Eines denken laft, d. h. jeden Inbegriff bestimmter
Elemente, welcher durch ein Gesetz. zu cinem Ganzen verbunden werden kann, und ich glaube
hiermit etwas zu definieren, was verwandt ist mit dem Platonischen (podkr. Cantora) eidos oder idea

*. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer allgemeinen
\Imng/alngkeltslelue w: GA, s. 204 (przypis do s. 165).

o"Zob. przypis 100.

192 Zob. przypis 98.

193 7.0b. przypis 98.



SWOISTOSC MATEMATYKI W UJECIU GEORGA CANTORA 79

1. Matematyka jest naukq pomocniczg ontologii'®

Zapewne chodzito Cantorowi o zaakcentowanie mozliwosci rozwiazywania
probleméw ontologicznych za pomocag aparatury pojeciowej matematyki. Najlep-
szy przvklad stanowi podanie przez Cantora definicji continuum liniowego w kate-
gonach topologicznych. Bylo to — wedlug niego — typowe zagadnienie filozoficz-
ne (ontologiczne), ktore udalo si¢ rozwiaza¢ dopiero po zastosowaniu pojeciowe]
aparatury matematyki.

2. Cantor wpadl na pomyst klasyfikowania roznyuh bytéw za pomoca kategorii
teor lomnogoscnowych — typow porzadkowych'®. Ta ledwie naszkicowana idea
nasuwa przypuszczenie, ze by¢ moze dopuszcza} on mozliwo$¢ zmatematyzo-
wania czy sformalizowania ontologii za pomoca kategorii teoriomnogosciowych,
takich jak zbidr, moc lub typ porzadkowy. Owo przypuszczenie znajduje potwier-
dzenie w traktowaniu zbioru jako kategorii ..pokrewnej™ idei Platona i stwierdze-
niu, Ze teoria mnogosci jest poddyscypling ontologii.

Szczegodinie ostatnia teza godna jest uwagi, bowiem implikuje, ze wedlug
Cantora przynajmniej cze$¢ ontologii, w wyniku powstania teorii mnogosci. juz
jest zmatematvzowana. By¢é moze rowniez udana préba zdefiniowania continuum
liniowego wzmacniala jego nadziej¢ na to, ze mozliwe bedzie sformalizowanie
tvch .,obszarow™ ontologii, w ktorvch da sig .,przetozy¢™ dotychczasowe. klasycz-
ne pojecia na jezyk teorii mnogosci. Niezaleznie od tego. czy to ostatnie przy-
puszczenie jest stuszne. Cantor na pewno postrzegal teori¢ mnogosci jako rodzaj
ontologii formalne;.

Podsumowujac analizy dotyczace deklarowanych przez Cantora zwigzkow
miedzy filozofig a matematyka, mozna zauwazy¢, ze redukowane sg one w istocie
do majacej charakter ,.sprzgzenia zwrotnego™ relacji ontologia-teoria mnogosci.

1% Die Begriindung der Prinzipien der Math. und der Naturwiss. fillt der Metaphysik zu; sic hat
daher jene als ihre Kinder sowohl wie auch als Diener und Gehiilten anzusehen ... Cantor. List do
P.Th Esseru=1-15.02.1996.5.512.

Trzeba zaznaczyé, ze¢ Cantor byl nickonsckwentny w stosowaniu terminu metafizyka™. Mozna
twierdzié — pozostajac wiernym koncepcji Cantorowskiej — iz zaréwno principia matematyki™. jak
i ..principia nauk przyrodniczych™ sy uzaleznione od metafizyki tylko wéwczas. gdy zaakceptuje sig
wieloznacznosé  wspomnianego terminu. Jesli natomiast rozumieé metafizyke wylgeznic jako
metanauke lub . filozoficzny  krytyke nauk™ o matematyka od takicj metafizyki, zgodnic
z deklaracjami  Cantora. powinna by¢ niezalezna. Wydaje si¢. zc w przytoczonym tekseic
najprawdopodobnicj pomicszal on obydwa znaczenia terminu . metafizyka™.

" Wsrad kilku charakterystyk typu porzadkowego Cantor przedstawil rowniez nastgpujacy: ..Dic
Elemente der uns gegeniibersichenden Menge A sind getrennt vorzustellen; in dem intellektuallen
Abbilde M derselben. welches ich ihren Ordnungstypus nenne, sind dagegen die Einsen zu cinem
Organismus vereinigl. [n gewissem Sinne 4Bt sich jeder Ordnungstypus als ein Kompositum aus
Materie und Form anschen: die darin enthaltenen, begrifllich unterschiedenen Einsen liefern die
Materie. wihrend die unter diesen bestechenden Ordnung das der Form entsprechende ist™. Cantor,
Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, s. 380.

Cantor powolywal si¢ ni¢jednokrotnie na prosty przyklad. aby przedstawi¢ intuicje dotyczace
mozliwych zustosowan pojgcia typu porzadkowego. Jedna z ilustracji odwolywala si¢ do poréwnania
7 zakresu malarstwa i muzyki. Kazdy obraz mozna traktowac jako zbior punktéw. Elementy owego
zbioru sq porzadkowalne na wiele sposobow. Cantor podawal przykladowo, iz punkty obrazu mogly
by¢ porzadkowane werlykalnie, horyzontalnie, a takze ze wzglgdu na ich kolor (diugosc¢ fali) oraz
Jego intensywnose. Zupelnie podobnie widzial on porzadkowanic dzwigkdw utworu symfonicznego.
Relacja porzadkujaca byla wprowadzana tutaj ze wzglgdu na czas trwania dZzwigkdw, ich kolejnosé w
utworze, wysokosc, natgzenic. Moglo sig¢ okazaé. ze tak heteronomiczne byty, jak obraz Rembrandta
i symfonia Beethovena, posiadaly taki sam typ porzadowy (mowa tutaj o typach zbioréw wiclokrotnie
uporzadkowanych). Dawalo 1o, zdaniem Cantora. podsmm, dla $cisle matematycznego porowny-
wania bytow lub ich klasyfikacji [Por. Cantor. dz. cyt., s. 421-423].
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Ontologia dostarcza teorii mnogosci podstawowych poje¢. Na skutek tego pojecia
pochodne posiadaja podobny stopien ogdlnosci, jak pojecia ontologiczne. Dlatego
tez teoria mnogosci stanowi czgs¢ ontologii. Nie jest wykluczone. ze Cantor dys-
ponowal pomystem sformalizowania za pomoca aparatury teorii mnogosci ,,spore-
go zakresu™ ontologii. Takg formalna ontologia byla dla niego teoria mnogosci.

3. Matematyka a teologia

W ramach wyznaczonego programu badan konieczne jest jeszcze przedsta-
wienie tego, jak Cantor ujmowal zwigzek matematyki z teologia. W jego pojeciu
zwigzek ten byl posredni i opieral si¢ na relacjach, ktore laczyly teologie
z metafizyka'®. Na podstawie pism Cantora mozna wyréznié¢ dwie relacje wiazace
teologi¢ z metafizyka:

1. Teologia jest dla metafizyki ,przewodnia gwiazda™, wyznacza metody poste-
powania i jest zrodlem poznania w sytuacjach problemowych, nierozstrzygalnych
za pomoca metod naturalnych i zwyczajnych, czyli za pomoca metod samej
metafizyki'”

2. Metafi zvka petni w stosunku do teologii funkcj¢ pomocnicza. Postep w za-
kresie metafizyki moze oznaczaé postﬁ:sp w teologn to znaczy moze da¢ glebszy
wglad (..Einsicht™) w tajemnice wiary

Ze wzgledu na to, jakie re]aCJe wigzaly wedlug Cantora metafizyke z
matematyka, mozna w tym miejscu wyrazi¢ przypuszczenie, ze zgodnie z jego
koncepcjq istnialy pewne zaleznosci migdzy matematyka a teologia.

Sq przestanki. ktore pozwalaja stwierdzi¢, ze byly to w istocie podobne relacje
jak te, ktore taczyly teologi¢ z metafizyka.

I. Teoria mnogosci — w ujeciu Cantora — byla zabezpieczona przed antyno-
miami, bowiem oparta zostala na zasadach heurystycznych. ktore odwotywaly sie
do ontolog,u nieskonczonosci. W tej zas istotna funkcje spetnialo pojecie nieskon-
czono$ci absolutnej, zakorzenione w teologii chrzescijanskiej. Posrednio wigc
przestanki natury teologicznej pozwolily Cantorovw skonstruowa¢ zasady heurys-
tyki, ktore w jego pojeciu rozwigzywaly problem antynomii.

2. Matematyka, podobnie jak metafizyka, czy raczej w tacznosci z ontologia,
moze pelni¢ funkcj¢ nauki pomocniczej teologii. Na takim w istocie zalozeniu

1% Mozna si¢ jedynie domyslaé. ze chodzilo ponownie o ontologie.

.Dal unsere Erdrterungen sich der Hauptsache nach auf philosophischen Gebiet bewegen
werden, war von vornherein auch meine Meinung. Indem muB ich. um Mifiverstandnisse und Uber-
raschungen von Anfang an auszuschlicfien zunédchst auf zweierlei aufmerksam machen: erstens aul
das unzerreiBbare Band. das die Mctaphysik mit der Theologie verbindet; indem einerseits Letztere
gleichsam der Leitstern ist, nach dem sich erstere in ihren Bahnen richtet und von welchem sie Licht
erhill, wenn die natiirlichen und ordinéiren Leuchten versagen; andererseits bedarl die Theologie zu
ihrer wissenschafilichen Entwicklung und der Darstellung der gesamten Philosophie, dic also im
Dienstverhiltnis zu jener steht. Daraus folgt dreierlei: a). dafl bei einer metaphysischen Discussion
unvermeidbar auch dic Theologic gelegentlich mitspricht: b), daB jeder wirkliche Fortschritt in der
Metaphysik auch die Hilfsmittel der Theologie sclbst verstiirkt oder vermehrt. ja unter Umstinden
sogar dazu [ihren kann, daB Glaubensgeheimnisse zu tieferen, gehaltvolleren symbolischen
Einsichten kommen als es vorher zu erwarten oder zu ahnen war™. Cantor. List do P. Th. Essera - 1-
15.02.1996, s. 509.

8 Zob. przypis 107.
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oparty byl pomyst Cantora, pr zedstawienia .,mleszanego matematyczno-metafi-
zycznego dowodu’, ze $wiat nie jest odwieczny'®

Sumujac wymkl przeprowadzonych badan, nalezy stwierdzi¢., ze w istocie
jedyne kryterium swoistosci matematyki. ktorym postugiwat si¢ Cantor, stanowita
sprowadzalnosc teorii do arytmetyki liczb naturalnych, za$ po roku 1884 spro-
wadzalno$¢ do teorii mnogosci. Bylo to kryterium metamatematyczne, opierajace
si¢ na dokonanej w dziewigtnastym wieku arytmetyzacji matematyki klasyczne;j.

Mozna sadzi¢, iz w przekonaniu Cantora kryterium to obejmowato te i tylko te
teorie, ktore wezesniej zaliczano do matematyki na mocy kryterium ostensywnego
oraz teori¢ mnogosci. Bylo ono ,.otwarte™ w tym znaczeniu, ze kazda nowa teoria,
ktdéra mozna by sprowadzi¢ do teorii mnogosci zostalaby zaakceptowana jako
matematyczna. Natomiast podejmowane przez Cantora proby oparcia kryterium
matematycznosci na innych podstawach, filozoficznych lub odwotujacych sie do
metod stosowanych w matematyce, zakladaly ostatecznie — jak to pokazano —
kryterium metamatematyczne.

Nalezy tez podkresli¢, ze Cantor — twdrca teorii mnogosci — jako pierwszy
wpadt na pomyst. aby unifikowal teorie przez sprowadzenie ich do teorii
mnogosci. Taki poglad bywa al\ceplowany rowniez wspolczesnie. a kiedys nalezat
do 1stotnych tez programu Ioglcysto“

W niniejszej pracy wzigto rowniez pod uwage wypowiedzi Cantora charaktery-
zujace zwiazki matematyki z filozofia i teologia. Wynika z nich. ze postrzegatl on
teorie mnogosci jako ontologi¢ formalna. Interesujace sq tez jego uwagi dotyczace
stuzebnej roli teorii mnogosci wobec filozofii i teologii. Analizowane teksty nie
daja jednak zadnego potwierdzenia przypuszczen. iz Cantor postugiwal si¢ jeszcze
jakas inng niz wspomniana koncepc)a swoistosci matematyki.

Stwierdzono, ze juz w punkcie wyjscia prac prowadzacych do powstania teorii
mnogosci Cantor dysponowal kryterium metamatematycznym. Oparte ono bylo na
przekonaniu, ze wszystkie teorie uznawane .ostensywnie” za matematyczne moz-
na sprowadzié do teorii wyrdznionej, podstawowej, to znaczy do arytmetyki liczb
naturalnych. W roku 1884 Cantor stwierdzil, ze fundamentalne pojgcie tej arytme-
tyki, pojecic liczby naturalnej. da si¢ adekwatnie zdefiniowaé w wypracowanych
wczesniej kategoriach teoriomnogosciowych. Sprowadzalnos¢ arytmetyki liczb
naturalnych do teorii mnogo$ci w polaczeniu z akceptowanym wczesniej kryte-
rium metamatematvcznym rozwigzywato w pojeciu Cantora dwa problemy.
Ostatecznie potwierdzalo jego zdaniem — poddawang w watpliwosé przez
L. Kroneckera i jego zwolennikéw — mozliwos¢ wlaczenia teorii mnogosei do
matematyki. Po wtore wyznaczalo teorii mnogosci .,miejsce” w ,struklurze” mate-
matyki — ,.miejsce” teorii podstawowej.

.Odkrywanie” przez Cantora teorii mnogosci bylo procesem wielopozio-
mowym. Polegalo nie tylko na .krystalizowaniu sie” pojecia liczb pozaskonczo-
nych i stwierdzaniu nowych wlasnosci zbioréw nieskonczonych. Wspomniany

19 Wenn hier gesagt wird. daB cin mathematischer Beweis Iir den zeitlichen Weltanfang nicht

gefuthrt werden konne, so licgt der Nachdruck aul dem Wort .mathematischer”, und so weit stimmt
meine Ansicht mit der von St. Thomas (ibercin. Dagegen diirlte gerade auf Grund der wahren Lehre
vom Transfiniten ein gemischter, mathematisch-metaphysischer Beweis des Satzes wohl zu erbringen
sein und insofern welche ich allerdings von St. Thomas ab. der die Ansicht vertritt (S. th. q. 46, a. 2
concl.): Mundum non semper fuisse. sola fide tenetur. et demonstrative probari non potest™. Cantor,
List do Dr. Kerry = 8.03.1887, w: Meschkowski, Probleme des Unendlichen. Werk und Leben
Ger)r’% Cantors.s. 125 - 126.
Por. Perzanowski, dz cyt.. s. [50.
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- proces obejmowal rowniez ,,odkrywanie™ wlasnosci samej teorii, opisujacych — w
pojeciu Cantora — jej ,.miejsce” w .strukturze™ matematyki. Stwierdzenie tych
istotnych wiasnosci byloby niemozliwe bez akceptowanej koncepcji swoistosci
matematyki opartej a metamatematycznym kryterium sprowadzalnosci teorii. W
tym wiasnie znaczeniu mozna twierdzi¢, ze koncepcja ta spetnila funkcje
heurystyczng w procesie powstania teorii mnogosci.

EIGENART DER MATHEMATIK NACH GEORG CANTOR

Zusammenfassung

Nach Zusammenzdhlung der Ergebnisse der durchgefiihrten Forschungen muf3 man
feststellen, daB tatsdchlich das einzige Kriterium der Eigenart der Mathematik, mit wel-
chem Cantor sich bedient hat, bildete die Hinfiihrlichkeit der Theorie zur Arithmetik der
natiirlichen Zahlen und nach dem Jahr 1884 die Hinfiihrlichkeit zur Mengenlehre. Das
war ein metamathematisches Kriterium, welches sich an der im neunzehnten Jahrhundert
durchgefiihrten Arithmetisation der klassischen Mathematik stiitzt.

Man kann glauben, daf3 in der Uberzeugung von Cantor dieses Kriterium diese und
nur diese Theorien umfafBten. welche vorher zur Mathematik auf Grund des ostensiven
Kriterium angerechnet wurden und der Mengenlehre. Es war in dieser Bedeutung ,,ge-
ottnet”, daf} jede neue Theorie, welche man zu der Mengenlehre herabfiihren konnte,
wiirde als mathematische angenommen sein. Dagegen die von Cantor unternommenen
Versuche. das Kriterium der Mathematikheit auf anderen Grundlagen: philosophischen,
oder sich berufenden zu den in der Mathematik angewandten Methoden zu stiitzen, set-
zen schlieBlich voraus - wie es gezeigt wurde - das metamathematische Kriterium,

Man muf} auch betonen, daB Cantor — Schopfer der Mengenlehre — als erster auf den
Einfall gekommen ist. die Theorien, durch Herbeifiihrung zur Mengenlehre, zu unifizie-
ren. Solche Auffassung wird auch gegenwirtig angenommen und einst gehorte sie zu den
wesentlichen Thesen des Programmes der Logizisten.

In dieser Schrift wurden auch Aussagen von Cantor beriicksichtigt, welche die Zu-
sammenhidnge der Mathematik mit der Philosophie und Theologie charakterisieren. Es
geht aus ihnen hervor, dafl er die Mengenlehre als formale Ontologie wahrgenommen
hat. Interessant sind auch seine Bemerkungen, die sich auf die dienstbare Rolle der Men-
genlehre. gegeniiber der Philosophie und Theologie beziehen. Die analysierten Texte
geben aber keine Bestitigung der Vermutungen, dai Cantor sich noch mit irgendeiner
anderen, als hier erwidhnten Konzeption der Eigenart der Mathematik bedient hat.



