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PERTURBATIONS DE FONCTIONS ADDITIVES

ALICE SIMON ET PETER VOLKMANN

Résumé. Soient @ >0, a# let f: [0, 00[— R, tels que f(z + y) = f(z) +
f(y)+o (max {z*,y*}), si max{z, y} | 0. On montre que f(z) = a(z)+o(z®), -
oill a est une fonction additive, et on applique ce résultat pour étudier une
généralisation de la notion de dérivée seconde pour une fonction réelle.
Abstract.Let @ > 0, o # 1 and f : [0, o[- R be such that f(z+y) = f(z)+
f(y)+o(max {z%,y*}) as max{z,y} | 0. We show that F(z) = a{z) +o(z?),
where a is an additive function, and we use this result in studying a second
order generalized derivative for real functions. '

1. Un résultat de stabilité

Une fonction additive est une solution de ’équation fonctionnelle de Cau-
chy '
(1) | a(z +y) = a(z) + a(y);

sur ce sujet voir, p.ex., les livres de Aczél [1], Aczél et Dhombres [2], Kuczma,
[5]. Un théoréme de Hyers [4] sur la stabilité de (1) peut &tre énoncé ainsi: Si
£+ [0, 0o[— R satisfait 3 |f(z+y) - f(z) - f(¥)| < b (z,y > 0), olt b est une
constante, alors il existe une fonction additive q : [0, 00[— R (uniquement
déterminée), telle que | f(z) — a(z)| < b (z > 0); de plus

@ a(e) = lim =7@2%) (23 0).

On en déduit le résultat suivant sur la stabilité de Péquation fonctionnelle

de Jensen f (}(z +y)) = H(f(z) + f(y)):
THEOREME 1. Soient I = [A\,yJCRet f: I >R satisfaisant a

®  |r(Ge+n)-ju@+sw|<s  @yen,
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ot b € R. Alors il existe une fonction a : R = R additive et une constante
¢, telles que

4) |f(z) —a(z) —c|<6b (z€l).

DEMONSTRATION. Par un changement de variable évident on se raméne
au cas I = [0, 1], et ensuite on suppose que

(5) fO)=f1)=0

(on remplace f par la fonction f(z)— f(0) — (f(1) — £(0))z). Soit 0 < ¢ < %—
Dans (3) on pose ¢ = 2t, y = 1, puis z = 2¢, y = 0, et on obtient

£ (e 3) - | <o |r0- 3rem| <o,
d’ou
(6) f_(t+§>—f(t) <2 (ostsé).

Prolongeons f sur [0, oo[ en une fonction périodique de période 1. On a donc
f:[0,00[2>Ret

(7) fe+1)=f(z) (220).

Etudions f sur [0, 2]: on vérifie que

® |r(3e+v)-ju@+so)|<n  G@uena.

En effet, si z,y € [0,1] ou z,y € [1,2], alors cette inégalité découle de (3),
(7), et on obtient b au lieu de 3b au second membre. Dans les autres cas
(c.~4-d. 'un des z,y dans [0, 1] et ’autre dans [1,2]) on distingue les deux
possibilités 1(z+y) € [0,1] ou L(z +y) € [1,2], et on utilise (6). Si, dans ce
qui précede,

©) | f(t+%)=f(t) (Ostsl),

alors on obtient I’amélioration suivante de (8):

W  |r(3e+n)- 0@+ <5 Gyepa.
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D’une maniére analogue on peut étudier f sur [0, 4] en utilisant ses propriétés
sur [0, 2]. Remarquons que (7) entraine en particulier

(11) fe+1) =71 (<t

De (3), (5), (9) on a déduit (10). Par le méme raisonnement, les formules
(8), (5), (11) donnent

£ (3e+9) - s0@+ sl < @yen.

Par récurrence on vérifie cette inégalité sur chaque intervalle [0,27], d’ott

@ |r(Ge+9) - 30@+ o)

€3 (z,y20).
y = 0 entraine

(13) 7(3) - 3| <» @30

En remplacant z par z+y dans (13) et en utilisant (12), il vient |f (z+y) -
F(z) = f(y)| < 12b (z,y > 0). D’aprés le théoreme de Hyers cité plus haut,
(2) définit une fonction a : [0, co[— R additive, telle que |f (z) —a(z)] < 12.
En fait il résulte de (2), (13) facilement que |f(z) — a(z)| < 6b (z 2 0). Le
prolongement de ¢ dans R défini par a(z) = —a(~z) (¢ < 0) donne une
fonction additive a : R — R, telle que (4) ait lieu (avec ¢ = 0, 3 cause des
hypothéses supplémentaires I = [0, 1] et (5)).

2. Perturbations de fonctions additives
Soient a : [0, 00[— R additive, a > 0 et k : [0, co[— R satisfaisant &
(14) h(0) =0, h(z)=o(z*) (z 10).
Alors il est clair que la fonction
(15) f@) = a(@)+h(@) (23 0)
vérifie

(16)  f(z+y) - f(z) - f(y) = o (max{z*,y*})  (max{z,y}|0).
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On démontre la réciproque suivante:

THEOREME 2. Soient o 2> 0, a # 1 et f : [0,00[— R une fonction
satisfaisant @ (16). Alors f admet une représentation de la forme (15), ot
a: [0,00[— R est additive et h vérifie (14).

DEMONSTRATION. 1. La condition (16) est équivalente & P’existence d’un
do > 0 et d’un module de continuité w : [0, §] — [0, 00[ (c.-a-d. w(0) =0 et
l}f& w(8) = 0), tels que

(17  |f(z+y) - f(@) - fWI<w(@) (z,9€[0,0], 0< < ).
On peut supposer que w est une fonction croissante.

2. Lecas 0 < o < 1. D'aprés (17), |f(z + y) - f(z) - f(y)| < 65w (do)
pour z,y € [0, d]. On en déduit facilement que I'expression |f ((z +y)) -

2(f(2) + f(v))] reste bornée sur 'intervalle [0, §o/2]. D’aprés le théoréme 1,
il existe une fonction additive a : R — R, telle que

(18) h(z) = f(@) - a(z) (2 320)
soit bornée sur [0, §p/2], et il suffit de montrer que
(19) h(z) =o0(z%)  (z 0).
On écrit

(20) h(z) =2%0(z)  (z>0),

et on introduit (n = 1,2,3,...)
sn = sup {|p(z)| | 60/2"*! < T < §/2"}.

D’apres (17), (18), (20) on a

6(6) - 27 p(28)| < qw(®)  (0<E< ),

il en résulte sp4q < 291
c.-a~d. (19) est vérifiée.

3. Lecas @ > 1. Soit 0 € z < do. En écrivant o =1+ p (donc p > 0), on
obtient pour £ = 1,2,3,... les relations

#(55) - 21 ()| < 3w () < i (3):

sntjw (80/2*) (n=1,2,3,...), d'ott 5 =+ 0,
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d’ott
k=1 T Y _oke(Z) o 1.z oz
2 f(zk—l) -2 f(zk) =tn < g3 “’(2)‘
La sommation sur k= 1,...,n donne
(21) f(z) - 2"f(z/2") = €1 +...+ &,

(o2}
De la convergence de la série kE 5 (= 2—,}_—1), il découle I’existence de
, -

a(z) = Hm 2"f (Ea:;)

n=$00
(pour z > 0 quelconque: on a /2" < & 3 partir d’une certaine valeur de
n). Il résulte de (21) que

@) -a@ <G5 0<e<a),

la différence h(z) = f(z)—a(z) satisfait donc bien i (14), et il reste 3 montrer -
que a : [0, c0[— R est additive. Soient donc z,y > 0; on a d’aprés (16) (ou
(17) a(z +3) - a(z) - aly) = lim 27 [£ (32) = £ (&) - f (&)] =0.

La démonstration du lemme suivant n’est pas difficile, elle est omise. |

LEMME. Soient a 20et f:R—R, o0t f(0) = 0. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(22) flz+2y)-2f(z+y)+ flz) =o(y*) (z<0<z+2y, yl0),
f@+9) - £(2) - f(y) = o (max{|z|%, |y|*})  (max{Jz],|y[} 4 0).

- THEOREME 3. Soient a > 0, o # 1 et f : R — R une fonction satisfaisant
d (22). Alors il eziste une fonction additive a : R — R, telle que f admette
une représentation

(23) 1) = FO) +a@) + o(lel?) (s -50).

Pour démontrer ce théoréme, on applique le lemme 3 la fonction f(z) -
f(0), et on utilise les théordmes 1, 2. Les théorémes 2, 3 deviennent faux,
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si & = 1: pour donner un contre—exemple, on choisit 1 €]0, 1}, et on définit
f : R = R par les formules

f(0) =0, f(z)=azlog(-loglz]) (0 |z| <),
avec f(z) arbitraire, si |z| > 7.
3. La dérivée seconde au-sens de Dinghas
Dinghas [3] a introduit une n-iéme dérivée généralisée D" f(£) d’une fonc-

tion réelle f en un point & de R (voir aussi [6], [7]). Si f: R + R et £ €R,
alors D? f(£) est-donnée par Iexpression

_ . f(z+2y) —2f(z +y) + f(z)
D1 = 'zses'my; vi0 y:

(ot 7 et y sont des variables). Supposons que f : R — R admette la forme
FE+1) =FE) +alt) +ct’ +o(t®)  (t—0),

ot @ : R = R est une fonction additive et ¢ une constante. Alors on voit
aisément que D? f(€) = 2c¢. Inversement on a le théoréme suivant:

THEOREME 4. Soient £ € R et f : R = R une fonction, telle que la
dérivée D? f(€) eziste (et ait une valeur finie). Alors on a

(@4)  FE+1)=FO)+al)+ 3D Q) B o) (E-0),
ot a : R — R est une fonction additive.

DEMONSTRATION. Pour la fonction g(t) = f(€+1t) — f(€) — 1D?f(§) - £
(t € R) on a D%*g(0) =0, c.—a-d.

gz +2y) —2(+y)+9(2) _
z<0<z+2y, y40 y? o .

D’aprés le théoréme 3, il en résulte (voir (23) avec f remplacée par g)
(25) gty =a(t) +o(t®) (t—0),

ot a: R — R est additive. De (25) il découle (24).
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