MIECZYStAW KUCHARZEWSKI*

uber eigenschaften gewisser untermengen

DER KLEINSCHEN RAUME

Zusammenfassung. Der Kleinschen Raum ist ein System aus drei Elementen (M, G, f)
wo M eine beliebige nichtleere Menge ist, G eine gruppe bedeutet und die Abbildung
/:M x G —mM eine effektive linksseitige Wirkung von G aufM darstellt. In diesem Raume
werden gewisse Untermengen, so genannte ,,affine Pseudogeraden”, definiert, die eine
Verallgemeinerung der Geraden im affinen Kleinschen Raume darstellen. In vorliegender
Arbeit werden grudlegende Eigenschaften der affinen Pseudogeraden gegeben. Insbeson-
dere wird es gezeigt, dass im allgemeinen viele verschiedene affine Pseudogerade durch
zwei verschiedene Punkte druchgehen kénnen. Darum werden einige notwendige und
hinreichende Bedingungen fur die Eindeutigkeit der affinen Pseudogeraden im Klein-
schen Raume bewiesen, die zwei angegebene verschiedene Punkte enthalten. Endlich sind
gewisse offene Probleme gestellt.

Einleitung. In vorliegender Arbeit sind gewisse Untermengen defi-
niert, die im n-dimensionalen affinen Raume mit Gereden identisch sind,
Die Untermengen stellen also eine Verallgemeinerung der affinen
Geraden dar. Darum spielen sie eine wichtige Rolle in der Geometrie. Im
weiteren werden diese Untermengen affine Pseudogeraden, kurz APG,
genannt.

Es werden hinreichende und notwendige Bedingungen fur die Ein-
deutigkeit der APG gegeben, die zwei verschiedene Punkte enthalten.

Im § 1erinnere ich an die fur weitere Betrachtungen grundlegenden
Eigenschaften der Geraden im n-dimensionalen affinen Raume. Auf
Grund dieser Eigenschaften werden im § 2 die APG im beliebigen
Kleinschen Raume definiert. Dort werden auch einige einfache Eigen-
schaften der APG und ein von Z. Moszner gegebenes Beispiel darges-
tellt. Das Beispiel zeigt, dass die APG durch zwei verschiedene Punkte
im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sind. Der nachste Paragraph
enthalt die notwendigen Bedingungen dafur, dass zwei verschiedene
Punkte genau eine APG bestimmen. Die entsprechenden hinreichenden
sind im § 4 gegeben. Alle erhaltenen Ergebnisse werden im § 5versam-
melt und geordnet.
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Es ist zu beachten, dass die Definition der APG (2.2) ais auch die
obengenannten Bedingungen nur von den im beliegen Kleinschen
Raume auftretenden Begriffen abhangig sind und keine zusatzliche
Struktur erfordern.

Die Begriffe des Kleinschen Raumes, seiner Geometrie, der statio-
naren Untergruppen u.s.w. sind im Handbuch [3] bzw. in der Arbeit [4]
zu finden.

Mit ahnlichen Problemen hat sich auch K. Debowski in der Arbeit [1]
und in seiner Dissertation [2] beschaftigt.

1 Eigenschaften der Geraden imn-dimensionalen affinen Raume.
Es sei ein n-dimensionaler affiner Raum gegeben. Er hat die Form

(1.1) (R\ GA(n,R), f), f(xA,a):=A.x + a

Die Gerade in diesem Raume, welche durch zwei verschiedene Punkte
Po ™ Pi geht, ist die folgende Untermenge L (pO, Pj) cR":

(1.2 L(pO Pj): = {xeR": \JteR x =po+ t(px- p0)}.

Die Gerade (1.2) hat die nachstehende grundlegende Eigenschaft. Wenn
eine affine Transformation f zwei verschiedene Punkte dieser Gerade
nicht andert, so wird auch jeder Punkt dieser bei der Transformation
/ nicht geandert. Mit Hilfe der stationaren Untergruppen kann die
obengenannte Eigenschaft auf folgende Weise ausdriicken.

Jedes Element der stationaren Untergruppen zwei verschiedener
Punkte po# p, einer Gerade muss in der stationaren Untergruppe
beliebiges Punktes dieser Gerade enthalten werden, d.h. die folgende
Relation gilt

(1.3 /\pO*rp1lf\xeL(pOp”™ H(po)nH(p,) < H(X),

wobeiH (p0), H (p;) undH (x) die stationaren Untergruppen ensprechen-
der Punkte bedeuten. Das Symbol ,, < ” zeigt, dass die linke Seite eine
Untergruppe der rechten ist. Es zeigt sich liberdies, dass die Bedingung
(1.3) fur Geraden im affinen Raume charakteristisch ist, d.h. jede
Untermenge S(p0, p,) aller Punkte x, die der Bedingung (1.3) geniigen,

(1.4) S(pO,rj): = {xed?": H(pOnH(PI) ™~ H(x)},

ist die durch die Punkte pO, pl bestimmte Gerade. Wir haben also die
Gleichheit
S(PO,Pi) = L(p0, Pj).

Darum kann man die Relation (1.4) als Definition der Gerade annehmen.
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Die Definition hat den Vorteil, dass in dieser nur die Begriffe
auftreten, die mit den Kleinschen Raumen verbunden sind und von
zusatzlicher im affinen Raume eingefuhrter Struktur (Addieren und
Multiplizieren mit reellen Zahlen) nicht abhangt. Darum kann diese
Definition ohne weiteres auf beliebige Kleinsche Raume verallgemei-
nert werden. Da die Mengen (1.4) eine Verallgemeinerung der Geraden
darstellen, die injeder Geometrie eine wichtige Rolle spielen, scheint es
verstandlich diese in beliebigen Kleinschen Raume zu untersuchen. Mit
den Problemen wollen wir uns in der vorliegenden Arbeit beschaftigen.

Es ist wohl bekannt, dass in klassischen Raumen durch zwei
verschiedene Punkte genau eine Gerade geht. Es entstehet die Frage, ob
die Untermengen (1.4) auch diese Eigenschaft haben. Dasvon Z. Moszner
stammende Beispiel zeigt, dass Antwort aufdiese Frage verneinend ist.
Im Paragraphen 5werden gewisse notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fur Eindeutigkeit der Untermengen (1.4) gegeben, (Satz 1).

2. Eigenschaften der affinen Pseudogeraden. Es sei ein beliebiger
Kleinscher Raum

(2.1) (M,G,A IM $3,
gegeben. Man kann annehmen, dass Machtigkeit der Menge M nicht
kleiner als 3ist. Andernfalls ist die Sache trivial.

DEFINITION 1 Die Untermenge S(pO,p,)cM
(2.2) S(pO,Pj):={xeM: H(pONnH(p,) »H(X)},
wird eine durch zwei verschiedene Punkte bestimmte affine Pseudo-
gerade genannt, die wir kurz mit ,APG” bezeichnen werden.

Die affinen Pseudogeraden haben die folgenden Eigenschaften.

1 Durch zwei verschiedene Punkte geht wenigstens eine APG. Jede
APG enthalt wenigstens zwei verschiedene Punkte.

(2.3) /\pO,pleM,pO0”pl pOeS(p0 pxXt pi1eS(po,pl).

2. APG S(p0, Pj) andert sich nicht, wenn die Punkte po und p1
umgetauscht werden,

(2.4) /\pO,pleM,p0”p1l, S(pO,p1) =S(pj,pO0).
3. Jede APG enthalt alle einpunktigen transitiven Faser.
(2.5) 1st {p}, peM eine einpunktige transitive Faser,
so ApO. PiGAf, Po# P i, peS(p0, Pj).
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4. Jede durch zwei verschiedene einpunktige transitive Faser bes-
timmte APG ist Menge aller einpunktigen transitiven Faser gleich.

(2.6) Sind {pjundfpj}, po* pv p0O, pLeM, einpunktige
transitive Faser, so S(pO, pj) besteht aus alien
einpunktigen transitiven Faser.

5. Jede durch einen Reper bestimmte APG ist mit dem ganzen Raum
identich.

(2.7) Bildet die Menge {p0O, px}, pO, pleM
einen Reper, so gilt die Gleichheit S(p0O, p}) = M.

6. Im Kleinschen Raum (2.1) hat APG einen geometrischen Sinn, d.h.
beijeder Transformationwo a zur G gehért, geht APG in APG iiber.

(2.8) /\pO, Pj, Pg”Pj, PO pxeM
/\aeG f(S(p0, p,), a) =S(f(p0, a),f(pv a)).

Be we is. Die Eigenschaften (2.3) und (2.4) folgen sofort aus der
Definition (2.2) der Meuge S(p0O, pX). In der Tat da der gemeinsame Teil
H(p0), H(p1eine Untergruppe von H(p0) und H(Pj) bildet, ist die in der
Definition (2.2) auftretende Bedingung fur die Punkte pound p, erfullt.
tjiberdies der obenerwahnte gemeinsame Teil andert sich nicht bei der
Umtauschung der Faktoren. Daraus folgt (2.4). Um die Eigenschaft (2.5)
Zu zeigen, geniigt es zu bemerken, dass ein Punkt p dann und nur dann
einpunktige transitive Faser darstellt, wenn H(p) = G gilt. Solcher
Punkt muss immer die in der Definition (2.2) auftretende Bedingung
erfiillen, es muss also zu jeder APG gehoren.

Sind {p0} und {Pj}, po pvV pO0 pxeinpunktige transitive Faser, so
gehért xeM dann und nur dann zur S(p0O, pX), wenn x auch eine
einpunktige transitive Faser ist. Daraus folgt die Gleiehheit (2.6).

Bilden zwei Punkte pO, aus M einen Reper, so folgt es aus der
Definition des Repers, (vgl. [1, Il. S. 47] bzw. [2]), die GleichheitH(p0O n
nH(pl = {e}. Die Untergruppe H(po)nH (p1 muss also zur Unter-
gruppe H(x) fiiir jedes x aus M gehéren. Dies zeigt (2.7).

Endlich wird (2.8) gezeigt. Es seien zwei verschiedene Punkte po ™ Pj
aus M gegeben. Wir nehmen einen beliebigen Punkt x aus S(p0, p,).
Dann gilt die Relation

2.9) H(Po)nH (Pl)a (i).

Mit a wird ein beliebiges Element aus G bezeichnet. Da die transfor-
mation fa eine Bijektion ist, sind die Bilder der Punkte po und p,
verschieden, d.h.
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/.(P0) = /(Po- a) /(P 1>a) = /<.(Pi)-

tiberdies sind die stationaren Untergruppen H(/(p0, a)) und
H (f(Pj» a)) konjugiert, genauer gesagt haben sie die Formen H(/(p;,
a)) = aH(p,)a-1,i = 0,1- Es wird die folgende Gleichheit

(2.10) (aH(po)a"yn(aH(p1a'l) =aH(pOn H(pha~1

gezeigt. Zu diesem Zweck wahlen wir ein g aus der linken Seite
von (2.10). Dann existieren die Elemente gOeH(pO und gleH(pl
derart, dass ¢g=agla~1 und K = agla~l gilt. Daraus folgt
g0=gleH(pOnH(px) undgeaH(p0) n H(pxa~1Die linke Seite von
(2.10) ist also in der rechten enthalten. Um die umgekehrte Inklusion zu
beweisen, wahlen wir ein g aus aH(po)nH (p1)a_1. Dann gibt es ein
Element g aus H(pQ)n H (p X) derart, dass g = aga~1, d.h. g gehért zur
aH(po)a_1 und gleichzeitig zur aH (p1)a_1. Sie ist in der linken Seite
von (2.10) enthalten. Auf diese Weise wird (2.10) gezeigt.

Mit Hilfe von (2.10) kann die Eigenschaft (2.8) folgendermassen
bewiesen werden. Es wird ein a ausf(S(p0,p 1), a) gewahlt. Dann gibt es
ein xeS(pO, Pj) derart, dass x =f(x,a). Aus der Definition APG ergibt
sich die Inklusion H(po)nH (p,) ™ H(x), aus deren die Relation

(2.11) aH(pO nH (pxa~1™ aH(x)a~I
folgt. Wird die linke Seite von (2.11) durch diejenige von (2.10) ersetzt, so
erhalten wir die Inklusion H(f(po,a))nH (/(p,,0)) "H(/(i,a)), die

bedeutet, dass x =f(x,a)eS(f(p0a), f(p~a)).
Auf diese Weise haben wir die Inklusion

(2.12) /(S(po.Pj), a) ¢ S(J(pO.a), f(pi;a))
gezeigt. Um die umgekehrte Inklusion zu erhalten, werden p0, p, und
a in (2.12) entsprechend durch /(p0,a), f(p La) und a-1 ersetzt. Dann
erhalt man die Relation/(S(/(po,a),/(p,,a)),a~*) ¢ Sip~p”, aus deren
folgt
(2.13) S(f(pGa), f(pva)) d/(S(pOPI),a).
Die Inklusionen (2.12), (2.13) haben die Gleichheit (2.8) ais Folge.

Jetzt werden einige Beispiele gegeben.

BEISPIEL 1 Wir betrachten zwei dimensionaler Vektorraum. Der

Definition nach ist er durch den Dreitupel
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(R2 GL(2,R), f), f(x,A):=A.X,

dargestellt. In diesem Raume bilden die Punkte e”l.O) und e2(0,l) einen
Reper. AufGrund der Eigenschaft 5istS(e,,e2) mitdem ganzen RaumR 2
identisch. Die APGS(0,e,), wo 0(0,0) ist, enthalt den Punkt e2 nicht. Sie
istalsovonS(e1,e2) verschieden. Wir haben zwei verschiedene APG, die
dieselben zwei verschiedenen Punkte enthalten.

Aus den obigen Betrachtungen folgt das nachstehende allgemeine
Prinzip. Enthalt ein Kleinscher Raum wenigstens zwei verschiedene
einpunktige transitive Faser {a}, {b} und ein Punkt p, der keine einpunk-
tige transitive Faser darstellt, so gehen wenigstens zwei verschiedene APG
durchdie Punkte a und b. In der Tat aus der Eigenschaft 2.5ergibt sich, dass
der Punkt b auch zur S(a,p) gehért. Die APG S(a,b) und S(a,p) sind
verschieden und die zwei verschiedenen Punkte a und b enthalten. Die
gleiche Form hat das fogende von Z. Moszner gegebene Beispiel.

BEISPIEL 2 Es sei M ={a}u{b}u(0,00), a# b, a,beR - (0, 00).
Mit R+ wird multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen bez-
eichnet.Die Abbildung/:M x R +----‘#Mdefinieren wir fogendermassen.
/(a,a) = afurae(o,00),/(b,a) = bfur ae(0,00),/7(x,a) = xa fiir x e (0,00)
und ae (0, 00). In diesem Beispiel sind a und b die einpunktige transitive
Faser. Das Element 1 ist dagegen keine einpunktige transitive Faser.
APGS(a,b) undS(l,b) sind verschieden und zwei verschiedene Punkte
a und b enthalten.

3. Notwendige Bedingungen fiir Eindeutigkeit der APG.Aus den
obengegebenen Beispielen ergibt sich, dass im Kleinschen Raume zwei
verschiedene APG durch zwei verschiedene Punkte durchgehen kén-
nen. Dies wiederspricht der wohlbekannten und grundlegenden Eigens-
chaft der Geraden im affinen Raum. Fur Geometrie werden nur diese
Raume interessant, in denen nur eine APG durch je zwei verschiedene
Punkte geht. Zuerst geben wir notwendige Bedingungen dafiir. Dann
wird gezeigt, dass diese auch hinreichend sind.

HILFSSATZ 1 Geht in einem Kleinschen Raum (2.1) genau eine
APG durch je zwei verschiedene Punkte, so muss die Implikation

(3.1 p2eS(p0O,pl)=>p0eS(plLp2 ApieS(po,p2

fur je drei verschiedene Punkte pO, pi; p2 aus M gelten.

Be we is. Fiir den indirekten Beweis nehmen wir an, dass die
Implikation (3.1) nicht gilt. Es gibt also drei verschiedene Punkte
Po>Pi>P2 aus M derart, dass p2eS(p0,p1) und gleichzeitig p0$S(p1p2.
Dann enthaltenS(po,pl) undS(Pj,p2) zwei verschiedene Punkte pt und
p2 Sie sind aber verschieden, weil po zur S(po,pl) gehért und zur
S(pLp2 nicht. Das aber widerspricht der Voraussetzung. Falls
Pj <ES(po,p2) ist der Beweis ganz analog.
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Im weiteren werden Bedingungen gegeben, die mit der (3.1) aquiva-
lent sind.

Mit Hilfe der Definition der APG (2.2) kann die Implikation (3.1) in der
nachstehenden Form dargestellt werden.

(3.2 /\pO,p,,p2eM,pO*p,,p0*p 2 Pj#P2 HipOnHip,) "Hip2
=>Hip,)nHip2 “"Hip0) AHipOnHip2 ™ Hip,).

Man kann leicht zeigen, dass (3.2) mit der folgenden Bedingung
Equivalent ist.

(3.3 /\po,p1,p2eM, po#Pj, po*p 2p, #p 2,
H(PO NnH(PI)®H(p2=>H(POnH(pX =H(POnNH(pa =
=HMPNHnH(pa = H(PO nH(PI)n H(p2.

Zuerst ist es zu bemerken, dass die Aquivalenz
AnBa CoAnBnC=AnB

furje drei beliebige Menge A,B,C gilt. Wird diese zu den Untergruppen
H(p0), Hip,), H(p2 angewandt, so erhalten wir die Relationen

H(pOnH(PI) <H(pa =H(POnHPI)nH(pa = H(pO nHip,),
@4 HPOnH(pa "H{p,)=>H(POnHip,)n H(pa = H(pO nff(p 3,

H{p,)n Hip3 < H(pQ =H(pO nH{p,)nH(p3 = Hip,) n H(p2,

Aus (3.4) folgt, dass man aquivalente Relation erhalt, wenn wir beliebige
Inklusion aus (3.2) durch die entsprechende rechte Seite von (3.4)
ersetzen. So wird (3.3) erhalten.

Jetzt geben wir eine Bedingung, die aus (3.3) folgt.

Fiir je drei Punkte pO, pt, b aus M derart, dass p0”~=p,, b# pQ,
beS(po,Pj), gilt die Gleichheit

(3.5 Sip0Ob) = Sip0p,).

Es wird der folgende Hilfssatz bewiesen.

HILFSSATZ 2 1stdie Bedingung (3.3) in einem Kleinschen Raume
erfullt, so muss dort auch die Bedingung (3.5) erfiillt sein.

Beweis. Es werden in einem Kleinschen Raum, in dem die
Bedingung (3.3) erfullt ist, drei beliebige Punkte pO, p,, b ausgewahlt
derart, dass po ¥=p,, b~ pound beS(po,pl). Man kann voraussetzen,
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dass p1l b auch gilt. Anderfalls ist (3.5) offensichtlich erfullt. Um die
Gleichheit (3.5) zu zeigen, beweisen wir die zwei Inklusionen

(3.6) S(p0,b)
und
(3.7) S(po,pj) cS(po,b).

Zuerst wird (3.6) gezeigt. Wir nehmen also ein x aus S(po,b) an. Da die
Elemente pound b zur S(po,b) gehdéren, geniigt es nur den Fall x ~ po
und x b zu betrachten. Dann ergibt sich

(3.8) H(x) nH(pO = H(x) nH(b) = H(pO n H(b).

Aus der Relation beS(p0,pj) erhalten wir iiberdies auch aus (3.3) fur die
Punkte pO, Pj, b

(3.9) H(b) nH(pQ = H(b) n H(p,) = H(pO n H(pX.
Aus (3.8) und (3.9) folgt, dass alle in diesen Gleichheiten auftretenden

Produkte gleich sind, weil dasselbe Produkt H(pO nHipJ dort auftritt.
Insbesondere haben wir

H(x) nH(pQ = H(pQ n H(pX,
HX) nHPpO nNnHPI) =H(pPOnH(PI),
H(pOnH (PI)~MH (x),

d.h. xgsS(po0,p 1. Ganz analog wird die umgekehrte Inklusion (3.7)
gezeigt. Es sei xeS(po,pJ), der von pound pxverschieden ist. Auf Grund
von (3.3) kann die folgenden Beziehungen fiir die drei Punkte x, p0, p,
geschrieben werden
(3.10) HX)nH({PO =HX) nH(PI) = H(pO n H(PI).
Aus (3.9) und (3.10) folgt die Gleichheit

H(Xx)nH(p0Q = H(b)nH(pO.
Aus dieser ergibt sich, ganz analog wie vorher,

H(pO nH(b) < H(x), d.h. xeS(po,b).
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Istx = pO0, so gehort x offensichtlich zur S(p0O,b). Wenn x gleich pxist, so
erhalten wir aus (3.9)

H(b) n H(pQ = H(pQ n H(PI) n H(b),
H(b) nH(pO ~ H(P1),  d.h. Pl eS(pOb).

Auf diese Weise werden die Inklusionen (3.6) und (3.7), also auch die
Gleichheit (3.5) vollstandig bewiesen.

4. Hinreichende Bedingungen fiir Eindeutigkeit der APG. Es sei
jetzt vier Punkte a,, a2 b1 b2im Kleinschen Raum M gegeben, die den
Bedingungen

4.2) 04 N ct2, bl# b2, blb2eS(ala2,
geniigen. Wir nehmen an, dass diese Punkte die Beziehung
4.2 S(b1b2 = S(a1,a2

erfullen.

HILFSSATZ 3. Gilt die Relation (A.2)fiir je vier der Eigenschaft (A.l)
geniigene Punkte im Kleinschen Raum, so geht genau eine APG durchje
zwei verschiedene Punkte.

Be we is. Wir bezeichnen mit S(po,pl) und S(q1,q92 zwei APG im
Kleinschen Raume (2.1), welche die zwei verschiedenen Punkte a, ™ a2
enthalten. Wird die Bedingung (4.2) aufdie Punkte pO,plal,a2 und auf
die Punkte gqlf g2 alf a2angewandt, so erhalten wirS(a,,a2 = S(p0,pX,
S(al,a? = Aus diesen ohne weiteres folgt die Gleichheit
S(Po,PI) = S(ql,q2.

Jetzt zeigen wir, dass die Bedingung (4.2) aus derjenigen (3.5) folgt.
Dies bedeutet, dass die Bedingung (3.5) auch fiir die eindeutige Bestim-
mung der APG durch zwei verschiedene Punkte hinreichend ist.

HILFSSATZ 4. Aus der Bedingung (3.5) folgt die Bedingung (4.2),

Beweis. Im Kleinschen Raume (2.1), in dem die Bedingung (3.5) fiir
je drei Punkte erfullt ist, wahlen wir vier Punkte av a2 bv b2, die den
Bedingungen (4.1) geniigen. Uberdies wird es angenommen, dass

(4.3) bl# ax

ist. Wird (3.7) fiir die drei Punkte b1,a1,a2angewandt, so ergibt sich die
Gleichheit

4.4) S(ala2=S(albl.

Dann kann (3.5) fiir die drei Punkte b2, av b, angewandt werden. Daraus
folgt
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(4.5) Sib,,b2 = Sib,,a,).

Aus (4.4) und (4.5) erhalt man (4.2).

1st a, = bj, so erfiillen die drei Punkte ax= bi; a2 b2die Bedingun-
gen, welche fur die Relation (3.5) notig ist. Diese Relation muss also fur
diePunktedj = b,,a2 b2gelten,d.h.S(a1,b2 = S(b1,b2 = Sia,,a?. Auf
diese Weise ist Hilfssatz 4 vollstandig bewiesen.

5. Hireichende und notwendige Bedingungen fur Eindeutigkeit
der APG. Mit Hilfe der in Paragraphen 3 und 4 durchgefuhrten
Betrachtungen kann die dort erhaltenen Ergebnisse folgendermassen
kurz in dem nachstehenden Satz darstellen.

Fiir bessere Anschauung werden die Nummern der Hilfssatze und
Relationen entsprechend verandert.

SATZ 1 Im Kleinschen Raume, der wenigstens drei verschiedene
Punkte enthalt, sind die folgenden Bedingungen aquivalent.

(5.1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine APG.

(5.2) Fiir jede drei verschiedene Punkte pQO, pv p2 aus M gilt die
Implikation

p2eSip0,p,) =poeS(p2,pl) A pleS(pOp2.

(5.3) Fiir jede drei verschiedene Punkte pQpl,p2 aus M gilt die
Implikation

H(pOQ nHip,) * H(P3 Hip,)nH(({PI ™ HPO AH(PONH({PI3 ~ Hip,).

(5.4) Fiir jede drei verschiedene Punkte pQp,,p2 aus M gilt die
Implikation

HipOQ nHip,) " Hip2 =
Hip,) nH(pO = HipQ nH(p3 = H(pgd nH(p3 = H(pQ nHip,) n H(pa.

(5.5) Fiir jede drei Punkte pQp,,b aus M, die den Bedingungen
geniigen: pO p,, pO¥Db, b£S(po,pJ gilt die Gleichheit

SipQb) = SipQp,).

(5.6) Fiirjede vier Punkte a,,a2bv b2 welche die Relationen a, # a2
b, ~ b2 b,,b2eSia,,a? erfiillen, gilt die Geichheit Sia,,a?2 = Sib,,b2.
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B ew eis. Dadie Relation (5.2) mit (3.1) identisch ist, gibt der Hilfssatz
1die Implikation (5.1) =>(5.2) = (3.1).

Die Implikation (5.2) =>(5.3) = (3.2) erhalten wir ohne weiteres aus
der Definition (2.2) der APG.

Da (5.4) mit (3.3) identisch ist, wird die Implikation (5.3) =>(5.4) im
§ 3 gezeigt.

Da die Relation (5.4) mit (3.3) und die Relation (5.5) mit (3.5) identisch
sind, zeigt der Hilfssatz 2, dass die Relation (5.4) diejenige (5.5) nach sich
ziecht.

Aus dem Hilfssatz 4 ergibt sich die Implikation (5.5) =>(5.6).

Endlich zeigt Hilfssatz 3, dass (5.6) die Relation (5.1) als Folge hat. So
wird der Beweis beendet.

Wir bemerken noch, dassjede Inklusion in den Bedingungen (5.3) und
(5.4) durch entsprechende Gleichheit gemass der Relationen (3.4) ersetzt
werden kann.

6. Schlussbemerkungen. Es ist zu bemerken, dass die folgende
dreigliedrige Relation R(pQp1x) = {xeMixeSip~pJ} viele Eigen-
schaften der im Buche von W. Szmielew [5, S.17] eingefuhrten Relation
hat. Daraus folgt, dass die AP G viele Eigenschaften haben, die in diesem
Buch fiir die Geraden aufder affinen Ebene bewiesen worden sind. Es
scheint also, dass der in den vorliegenden Betrachtungen eingefuhrte
Name ,Affine Pseudogerade” vollstandig gerechtfertig ist.

In beliebigem affinem Raume kénnen die APG verschiedene Anzahl
der Punkte enthalten. In der Tat hat die APG S(a, b) im Beispiel von
Z. Moszner nur zwei Punkte a, bund die andere S(b, 1) enthalt unendlich
viele Punkte.

Es entsteht jetzt die Frage, um Bedingungen dafur zu finden, dafl je
zwei APG, dieselbe Anzahl der Punkte haben. Im weiteren wird nur
hinreichende Bedingung dafur gegeben. Zu diesem Zweck fiihren wir
zuerst Begriff der Doppeltransitivitat bzw. Bitransitivitat ein.

DEFINITION 2 Kleinscher Raum wird doppelt transitiv genannt,
wenn es fur jede vier Punkte p~p” qoQ> Po”Pi> Q™ Qi eine
Transformation aeG gibt, derart, dass /,(p0O = qo und
/., (Pi) = 0! gilt.

Jetz kann man leicht die nachstehende Folgerung zeigen.

FOLGERUNG 1 Im doppelt transitiven Kleinschen Raume, haben
je zwei APG dieselbe Anzahl der Punkte.

Beweis. Es werden im Raume M zwei APG S(pQp”"), pO# pxund
S(q9.Qj), go N Qi gewahlt. Aus der Doppelttransitivitat folgt es, dass eine
Transformationfa aeG, existiert derart, dassfap0 = qound/aPj) = qj
ist. Aus der Eigenschaft (2.8) der APG ergibt sich die Gleichheit
faS(papj)) = S(fapO,fap,)) = S(qo,qd. Da die Transformationfaeine
Bijektion ist, miissen Machtigkeiten S(po,pl und S(qo,qj) gleich
sein.
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Wir zeigen jetzt, dass Geraden im affinen Kleinschen Raume mit den
APG identisch sind, d.h. beweisen wir die Gleichheit

(6-1) L(po,p) = S(po,pJ

fur je zwei verschiedene Punkte po~ p,, pO,plaus R". Die Relation (6.1)
wurde schon bei der am Anfang beschriebenen Verallgemeinerung der
affinen Geraden ausgenutzt, aber bisher noch nie bewiesen. Nun mit Hilfe
hier bewiesenen Eigenschaften wird dieser Beweis viel einfacher sein.

Da die Relation (6.1), gemass der Eigenschaft (2.8), bei der Transfor-
mation fa a6 G, nicht geandert wird und der affine Kleinsche Raum
bitransitiv ist, geniigt es (6.1) in einem einfachsten Falle zu iiberpriifen.
Wir wahlen als p0O, pxdie Punkte 0 (0,0,...,0) und e1(1,0,->>0) = p 1aus Rn
Dann hat (6.1) die folgende besonders einfache Form

(6.2) L(O,Pj) = {xei?": x = t.ev teR} =
= {xei?":H(fD)nH(eD"H(a:))=S(0,pD).

Zuerst wird die Untergruppe H(O)nH (el bestimmt. Es ist H(0) =
= {(0, A):AeGI(n,R)}, H(O)nH(eD = {(O.ANA.e, = ev AeGI(n,R)} =
= {(0,A0)eGA(Nn,R)},

I, djf'i Oh

0, az.., a2
AO- \ o m | Det

0, a2...,

WennxzurL(0,Pj)gehort, soistx = tel.Da(0,A0,et = 0+ AQet = et
gleich ist, gehort Element (0,A0) zur H(x), also xeSiiO.p,). Daraus ergibt
sich die Inklusion L(0,p1) (=5(0",)-

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wird ein Element x aus
S(0,P 1) gewahlt. Dann gilt die Inklusion H(O) n Hied = {(0,A0)} ™ H(x).
Fiir jede Matrix Ao haben wir die Gleichheit AO.x = x, die in den
Koordinaten die Form a).xJ= x‘, ij = 1,..., n hat. Insbesondere erhalt
man daraus fiir i = 1

anx2+ a\x3+ .. + a\x" - o.

Da aber alle Elemente a), j = 2,...,n ganz beliebig sind, miissen alle
Elemente xj,j = 2,...,n gleich Null sein. Das Element x hat die Form
X =(x1 0,...,0) = x 11 und gehért es zur L(0,p,). So ist der Beweis
beendet.

Der n-dimensionale affine Raum erfullt die Bedingungen (5.1)—(5.6),
weil die Geraden L(po,pd = S(po,pd in diesem Raume durch zwei
verschiedene Punkte eindeutig bestimmt sind.
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Im Zusammenhang mit den obendurchgefiihrten Betrachtungen
entstehen die folgenden bisher offenen Fragen.

1 Alle Kleinschen Raume zu bestimmen, welche die Eigenschaften
(5.1—(5.6) haben. Dafur geniigt es, solche Gruppen und solche Wirkun-
gen dieser Gruppen aufM zu finden, welche den Bedingungen (5.3) bzw.
(5.4) geniigen.

2. Die Geraden in anderen Kleinschen Raumen z. B. in Vektor-,
Projektiven-, Pseudoeuklidischen- Grassmannschenraumen u.s.w. zu
charakterisieren.

3. Die fc-dimensionalen Hiperebenen im n-dimensionalen affinen
Raume zu charakterisieren.
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